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Uvod

Teorija izraCunljivosti nastala je u prvoj polovici 20. stoljeca, inspirirana radovima Kurta
Godela o nepotpunosti matematickih teorija, koji su dali opravdan razlog da se sumnja u
rjesivost nekih do tada nerjeSenih problema. U relativno kratkom razdoblju, matematicari
Alonso Church 1 Alan Turing predstavili su svoje modele izracunljivosti, A-racun i1 Turin-
gove strojeve, te nezavisno dali negativan odgovor na problem odlucivosti logike prvog
reda (Entscheidungsproblem). Ubrzo je pokazano da su ti modeli, zajedno s teorijom re-
kurzivnih funkcija, ekvivalentni u smislu da reprezentiraju istu klasu funkcija. Na teme-
lju rezultata ekvivalentnosti, Church je iskazao tezu koja tvrdi da su svi zamislivi modeli
izracunljivosti ekvivalentni, koju zovemo Curchova teza. Ta je teza 1 danas aktualna jer se
za svaki naknadno predstavljen model izraCunljivosti pokazalo da je ekvivalentan Turingo-
vim strojevima, odnosno A-racunu.

U ovom radu bavimo se teorijskom podlogom funkcijskog programiranja. Za razliku
od imperativnog programiranja, koje kao osnovu koristi Turingov stroj, funkcijsko progra-
miranje kao osnovu koristi A-racun. Dok Turingov stroj koristi promjenu stanja kao proces
izraCunavanja, A-racun sastoji se isklju€ivo od aplikacija funkcija te koriStenja njihovih
povratnih vrijednosti. Poznati primjeri funkcijskih programskih jezika su LISP i ML, au
novije doba Haskell, OCaml (nadogradnja ML-a), F# i drugi.

Rad je podijeljen u tri dijela: netipizirani A-racun, tipizirani A-racun i Haskell. Prva
dva poglavlja zamiSljena su kao uvod u teorijsku podlogu funkcijskih jezika. S iznimkom
tocke o kombinatorima, prvo poglavlje sadrzajem prati knjigu [[1], dok je drugo poglavlje
bazirano na radu [2].

Prvo poglavlje bavi se idejom redukcije, odnosno na¢inom izracunavanja izraza. Daju
se osnovna svojstva klasi¢ne S-redukcije te se opisuje kako je A-racun moguce Koristiti
kao rudimentaran programski jezik. Na kraju poglavlja se dokazuje Turing-potpunost A-
racuna ¢ime se taj sustav po ekspresivnosti poistovjecuje s ostalim standardnim modelima
izraCunljivosti.

Drugo poglavlje nastoji objasniti pojam tipa i tipiziranja. Tipiziranjem se uvodi odnos
funkcija-argument medu A-termima, kojeg netipizirana varijanta ne posjeduje. Takoder se
formalizira ideja pridruzivanja tipa izrazima, koja je klju¢na kako u teoriji (zbog Curry-
Howardovog izomorfizma) tako i u prakti¢cnom programiranju. Glavni rezultat je Hindley-



SADRZAJ 2

Milnerov algoritam koji odreduje tip proizvoljnog jednostavno tipiziranog A-terma.

Ideje prva dva poglavlja opisane su iz teorijske perspektive. Trece poglavlje zamisljeno
je da na primjeru programskog jezika Haskell objedini prva dva poglavlja, te demonstrira
kako se opisane ideje realiziraju u praksi. Poglavlje nije zamisljeno kao uvod u funkcij-
sko programiranje, ve¢ kao demonstracija nekih kljuénih pojmova. Naglasak je na /ije-
noj evaluaciji izraza i njenom koriStenju prilikom rjeSavanja problema, te na proSirenom
Hindley-Milnerovom sustavu tipova koji omogucuje ne samo automatsko odredivanje tipa
svih izraza, ve¢ i definiranje vlastitih tipova i klasa tipova.

Ovim putem zelio bih se zahvaliti voditeljima rada, prof. dr. sc. Mladenu Vukovicu i
doc. dr. sc. Janu Snajderu na iznimnom strpljenju i brojnim primjedbama za poboljinje
ovog rada. Takoder, posebno zahvaljujem prof. dr. sc. Mladenu Vukovicu na inspirativnim
predavanjima iz teorije racunarstva, te na prijedlogu teme ovog rada, zbog kojih sam otkrio
zanimanje za ovo podrucje znanosti.



Poglavlje 1

Netipizirani A-racun

1.1 Osnovne definicije A-racuna

Osnovna ideja netipiziranog A-racuna kojeg ovdje predstavljamo je na apstraktan nacin
opisati promjene nekog podatka tokom izvodenja nekog algoritma, s time da je nagla-
sak isklju¢ivo na samom procesu izraCunavanja, a standardna programerska oruda poput
uvodenja tipova zasada potpuno zanemarujemo.

Kako bismo lakSe objasnili metode koje kasnije formalno definiramo, za pocetak da-
jemo intuitivno objasnjenje nekih pojmova. Promotrimo funkciju f(x) = x + 2. Vazno je
uociti koje su glavne komponente ovakvog zapisa: prvo, s lijeve strane zapisujemo ime (u
ovom slucaju f) koje dajemo funkciji; drugo, u zagradama naglasavamo koji podatak vari-
ramo, odnosno koji je podatak predmet manipuliranja o kojem ovisi krajnji rezultat; trece,
s desne strane jednakosti dajemo samo tijelo funkcije, koje predstavlja apstraktan proces
kojim dolazimo do konac¢nog rezultata. Samo ime funkcije/procesa nije relevantno, pa ga
mozemo izostaviti (primijetimo da smo izostavili i podatke o0 domeni i kodomeni, oni nas
trenutno ne zanimaju). U A-raCunu oznaCavamo samo varijable te tijelo funkcije, a ime
zanemarujemo. Zapis funkcije je tada Ax.x + 2 (pritom bi naravno trebalo prvo definirati
Sto znaci ,,2” a Sto ,,+” ali nije bitno za prezentaciju ideje). Zatim, Zelimo da ovakve izraze
mozemo primijeniti na nekakav podatak. U standardnom nacinu zapisivanja piSemo f(3)
Zelimo li primijeniti funkciju na konkretan podatak. U A-racunu aplikacija se naznacava
samo dopisivanjem argumenta zdesna tijelu, 1 odvajajuéi tijelo od argumenta zagradama,
primjerice (Ax.x + 2)3. Ovakvim zapisom samo smo naznacili da Zelimo izraCunati izlazni
podatak, medutim sama manipulacija joS nije izvedena. Osnovna metoda kojom iz jednog
izraza dobivamo novi u A-racunu naziva se S-redukcija. Primjenom S-redukcije simuliramo
sam proces izraCunavanja:

(Axx+2)3=3+2=5

Vazno je joS naglasiti razliku standardnog zapisa f(3) 1 aplikacije: aplikacija samo nago-
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vijeSta operacije koje je potrebno izvrSiti, dok u standardnom zapisu smatramo da je f(x)
element kodomene funkcije f, tj. da su transformacije ve¢ izvedene.

Funkcijski jezici sintakticki su vrlo srodni A-raCunu. Razlike se uglavnom svode na
znacajke koje olakSavaju Citljivost i omogucavaju vecu ekspresivnost (primjerice, ne zah-
tijeva se od programera da definira operacije nad brojevima vec je to ugradeno u sam
jezik). U ovom poglavlju dajemo formalnu definiciju netipiziranog A-racuna te opisujemo
njegova osnovna svojstva. Zatim prezentiramo primjere izraCunavanja pojedinih izraza u
A-racunu, odnosno kako se pojedini operatori mogu realizirati koristeci A-racun. Takoder,
formalno dokazujemo Turing-potpunost netipiziranog A-racuna, ¢ime opravdavamo nje-
govo koriStenje kao orude za opisivanje procesa izraCunavanja

Slijedi definicija sintakse A-raCuna. Za pocetak, smatramo da imamo prebrojiv skup
varijabli iz kojih tvorimo A-izraze. Sljedeca definicija definira alfabet kojim tvorimo izraze
A-racuna.

Definicija 1.1.1. Alfabet A-racuna tvore sljedeci simboli:
Vo, V1, . . . - oznake varijabli
A - apstraktor
(,),. - zagrade i tocka
Sada definiramo pravila koja definiraju kakve izraze smatramo A-termima.
Definicija 1.1.2. Skup svih A-terma A definiramo rekurzivno na sljedeci nacin:
e za i€ N, svaka varijabla v; je element skupa A,
e za M,N € A, vrijedi (MN) € A,
e za M € A i za proizvoljnu varijablu x , vrijedi (Ax.M) € A

Term oblika (M N) nazivamo aplikacija, a term oblika (Ax.M) apstrakcija.

Nadalje malim slovima x,y, ... oznaCavamo varijable, a velikim slovima M, N, ... A-
terme. Kako do sada nismo definirali Sto bi znacilo da su termi jednaki, ne koristimo znak
»= , a Zelimo 1i naglasiti da su dva terma graficki jednaka pisat ¢emo znak ,,=".

Uobicajeno je terme oblika Ax.(Ay.(...Az.M)...) pisati kao Axy...z.M. Niz varijabli
oblika ,,x;x; ... x,” oznaCavamo i s X te u tom slu¢aju term oblika Ax;.(Ax,.(... Ax,.M)...)
mozemo zapisati i kao A¥.M. Smatramo da je aplikacija lijevo asocijativna: term MNP
interpretiramo kao (MN)P, i u tom slucaju ne piSemo zagrade.

Podterm nekog A-terma je podniz znakova nekog terma koji je i sam A-term.

Definicija 1.1.3. Term N je podterm terma M ukoliko vrijedi N € Sub(M), pri Cemu je
skup Sub(M) definiran rekurzivno na sljedeci nacin:
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o Sub(x) = {x}
e Sub(Ax.N) = Sub(N) U {Ax.N}
L Sl/tb(NlNz) = Sub(Nl) U Sub(Ng) U {N1N2}

Sada Zelimo definirati Sto A-termi predstavljaju te kako se njima manipulira. Manipula-
cije terma vrSe se sintaktiCkim pravilima kojima se varijable u nekom A-termu supstituiraju
drugim termima. Kako bi mogli definirati supstituciju varijabli, prvo definiramo pojam slo-
bodne varijable.

Definicija 1.1.4. Za A-term M definiramo skup slobodnih varijabli FV(M) na sljedeci
nacin:

e zaM = x, vrijedi FV(M) = {x}

o FV(Ax.M)=FV(M)\ {x}

e FV(MN)=FV(M)U FV(N)

Varijabla x je slobodna u termu M ako x € FV(M), u suprotnom kaZemo da je vezana u
termu M.

Vidimo da je ovako definiran pojam slobodne varijable analogan pojmu slobodne vari-
jable prilikom koriStenja integrala. U A-racunu apstraktorom deklariramo varijablu, dok u
integralnom racunu tu funkciju ima oznaka d. Varijable koje nismo posebno deklarirali a
javljaju se u izrazu, smatramo konstantama, odnosno implicira se da je njihova vrijednost
odredena u kontekstu u kojem evaluiramo dani izraz.

Moze se promatrati 1 kakva je pojedina ,,pojava” varijable u termu, odnosno je li vari-
jabla na odredenoj poziciji u termu vezana nekim apstraktorom ili ne. Primjerice, u termu
x(Ax.xy) varijabla x javlja se i vezano i slobodno.

Sada definiramo supstituciju slobodne varijable A-termom u nekom A-termu.

Definicija 1.1.5. A-term nastao zamjenom svake slobodne pojave neke varijable x u termu
M € A nekim termom N oznacavamo sa M[x := N] i definiramo sljedec¢im pravilima:

o x[x:=N]=N
e yIx:=N]=y,akox £y
o (y.M)[x:=N]=Ay.(M[x:=N]),akox £y

o (M M)[x := N] = (M[x:= N)(M[x := NJ)
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Pravilo kojim mijenjamo terme odnosno kojim terme transformiramo u neke druge
terme nazivamo redukcija. Operacije koje ovdje definiramo omogucavaju manipulaciju
termima na sintaktickoj razini, ali nam omogucuju i intuitivniju interpretaciju: A-izraze
mozemo promatrati kao algoritme, odnosno kao programe koji definiraju na koji se nacin
neka radnja odvija.

Pravilima redukcije Zelimo definirati kriterije prema kojima terme smatramo ,,slicnima”,
stoga Zelimo da pravila budu konzistentna s pravilima kreiranja A-terma iz definicije
Drugim rije¢ima, ukoliko dva terma M i N smatramo ,,sli¢nima”, tada je razumno da i termi
Ax.M i Ax.Nte MZ i NZ za Z € A budu ,slicni”. Sljedeca definicija formalizira tu ideju.

Definicija 1.1.6. Za binarnu relaciju R na A kaZemo da je kompatibilna (sa sintaksom
A-racuna) ako za svaka dva terma M i N takva da je (M, N) € R vrijedi:

e (ZM,ZN)e R,(MZ,NZ)e R, zaZ € A
o (AxM,Ax.N)e R

Svaka kompatibilna, refleksivna i tranzitivna relacija na A naziva se relacija redukcije
na A. Postoje brojne relacije redukcije koje se koriste za definiranje razlicitih A-teorija.
Relacije redukcije uvelike odreduju svojstva teorije koja se definira. U ovom ¢emo po-
glavlju uvesti pojam S-redukcije te promotriti neka svojstva takve redukcije. U poglavlju
demonstrirat cemo posebnu vrstu redukcije koju koristi Haskell.

Definicija 1.1.7. Neka je R binarna relacija na A. Relacija R na A inducira sljedece
relacije: Relacija — je kompatibilno zatvorenje relacije R, a naziva se ,jedan korak R-
redukcije”. Sa —»g oznacavamo tranzitivno i refleksivno zatvorenje relacije —. Ta relacija
naziva se R-redukcija. Sa =g oznacavamo simetricno zatvorenje relacije . Ovu relaciju
nazivamo R-ekvivalentnost ili R-konvertibilnost.

Za jedan korak R-redukcije umjesto zapisa
(M,N) e—g

piSemo
M —R N

Takvim zapisom sugerira se da se prvi term transformira u drugi, odnosno naglasava se
njihova sintakticka veza. Analogno, koristimo zapise M -»xr N1 M =g N za odgovarajuce
relacije redukcije i ekvivalencije.

Prijasnje definicije bile su nam potrebne kako bismo definirali pojam S-redukcije.
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Definicija 1.1.8. Neka je
B ={((Ax.M)N,M[x := N])| M, N € A, x varijabla}
relacija na A. Za term M kaZemo da B-reducira u term N ukoliko vrijedi
M —»g N
Primjerice, vrijede sljedece relacije:

(Ax.xx)(Ay.y) —p (1y.y)(Ay.y)
(Axy.x)(Az.2) —p Ay.(Az.2) = Ayz.2

jer se term s desne strane moZe generirati vrSenjem supstitucije na termu s lijeve strane.
Vratimo se sada na slobodne varijable i supstituciju. U termu (Axy.xy), radimo li naivnu
supstituciju varijable x varijablom y, mogli bismo zakljuciti sljedece:

(Axy.xy)yx —p (Ay.yy)x —p xx

Medutim, intuitivno je jasno da je poZeljan rezultat term yx. Imaju¢i na umu da naziv
vezane varijable ne igra ulogu u nacinu na koji term reducira (primjerice, term (Ax.x)M
reducira u M, potpuno identi¢no kao i term (dy.y)M), ovakvo se ponaSanje moZe izbjeci
tako da smatramo da su imena vezanih varijabli uvijek razli¢ita od imena slobodnih varija-
bli, odnosno da prije redukcije varijable preimenujemo. U nasem primjeru, redukcija sada
izgleda ovako:

(Axy.xy)yx = (Auv.uv)yx —g (Av.yv)x —g yx

Time garantiramo da se sve varijable javljaju ili vezano ili slobodno, te da nema konflikata.
Cinjenica da se termi razlikuju samo po imenu vezanih varijabli povijesno se naziva
a-kongruencija (simbol =,), a promjena imena vezanih varijabli a-konverzija. Po uzoru na
[1] ove metode ne¢emo formalizirati ve¢ koristiti kako je navedeno u prethodnom primjeru.
Kako je jedan od ciljeva A-racuna formaliziranje algoritma, pojmovi ,,beskonacne pet-
lje” te ,,zavrSetka algoritma” takoder su od velike vaznosti. Sada ¢emo definirati normalnu
Sformu terma, koja reprezentira finalni rezultat izvrSavanja nekog algoritma. Analogno, ne-
postojanje normalne forme nekog terma moZemo interpretirati kao beskonacnu petlju.

Definicija 1.1.9. Neka je R binarna relacija na A. Term M je R-redeks ukoliko postoji
N € A takav da je (M, N) € R. U tom slucaju term N nazivamo R-kontraktum terma M.

Jednostavno je vidjeti da prema gornjoj definiciji termi koji su S-redeksi imaju oblik
tipa (4x.M)N, odnosno nuzno su aplikacija saCinjena od apstrakcije 1 proizvoljnog terma.
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Definicija 1.1.10. Neka je R binarna relacija na A. Za term kaZemo da je u R-normalnoj
formi ukoliko ne sadrZi podterm koji je R-redeks. Za term kaZemo da ima R-normalnu
formu ukoliko je R-ekvivalentan nekom termu koji je u R-normalnoj formi.

Kao primjer, promotrimo ponovno S-redukciju. Sljedeci termi su u S-normalnoj formi:

Ax.x

Axyz.x2(yz)

jer ne postoji term u kojeg reduciraju.
Sada dajemo dva primjera terma i pripadnih g-normalnih formi. Term (Ax.x)(4dx.x) nije u
B-normalnoj formi jer sadrzi S-redeks. No, ocito vrijedi (Ax.x)(Ax.x) =z (Ax.x), pa je term
Ax.x f-normalna forma danog terma.

Sli¢no, term (Axyz.zyx)(Axy.yx)(dx.x)(Ax.x) nije u S-normalnoj formi, no primjenom
B-redukcije dobivamo redom:

(Axyz.zyx)(Axy.yx)(Ax.x)(Ax.x) =g (Ax.x)(Ax.x)(Axy.yx)
—g (Ax.x)(Axy.yx) —pg Axy.yx

Posljednji term je S-normalna forma pocetnog terma.

Promotrimo li definiciju relacije redukcije, vidimo da terme moZemo promatrati i kao
funkcije koje za dani ulazni term vracaju neki izlazni term, medutim prilikom takve in-
terpretacije treba biti oprezan jer netipizirani A-racun ne radi semanti¢ku podjelu izmedu
funkcije 1 njenog argumenta, pa ta analogija nije u potpunosti to¢na. Ipak, u tekstu Ce se
koristiti funkcijska terminologija poput ,.djeluje na” i ,,izlaz” kada je jasno na Sto se izrazi
odnose.

U poglavlju vidjet ¢emo svojstva B-redukcije te demonstrirati zasto ona nije po-
godna za direktnu implementaciju u programskim jezicima. Takoder, umjesto —g, 31 =
pisat ¢emo samo —, —» 1 =, te podrazumijevati da se radi o S-redukciji osim ako nazna¢imo
suprotno.

Teoriju netipiziranog A-rauna sa standardnom g-ekvivalencijom moguce je definirati
1 aksiomatski, gdje su aksiomi upravo zahtjevi konzistentnosti i relacije redukcije, te defi-
nicija B-redukcije iz gornjih definicija. Prema tome, aksiomi A-teorije s S-ekvivalencijom
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kako je ranije definirana bili bi sljedeci:

(Ax.M)N = M[x := N]
M=M

M=N — N=M
M=N, N=L = M=N
M=N — MZ=NZ
M=N — ZM =ZN
M=N — Ax.M = Ax.N

Pritom se moZe dokazati (primjerice u [1]) da definiranje ekvivalencije terma pomocu (-
ekvivalencije i aksiomatsko definiranje ekvivalencije definiraju istu teoriju. Zelimo li na-
glasiti da je neku ekvivalenciju M = N mogude dokazati u tako definiranoj teoriji, koris-
timo zapis

ArM =N

Kao primjer alternativne A-teorije, gornje aksiome moZemo prosiriti aksiomom eksten-
zionalnosti:
AxMx=M

Time terme izjednacavamo po njihovom djelovanju. Moze se pokazati da je ovaj aksiom
nezavisan od ostalih. Funkcijski jezici implicitno koriste ovaj aksiom prilikom definiranja
funkcija (viSe u poglavlju [3).

1.2 Kombinatori

U ovoj tocki definiramo pojam kombinatora te objaSnjavamo vaznost i primjenu kombina-
tora u funkcijskom programiranju. Pokazat cemo na koji je nain moguce definirati neke
standardne kombinatore koji se koriste u funkcijskom programiranju, te kako je u A-raCunu
moguce definirati neke matematicke teorije poput logike sudova.

Definicija 1.2.1. Za M € A kaZemo da je kombinator ako vrijedi FV(M) = 0. Skup svih
kombinatora oznacavamo sa A°.

Kombinatori su vazni jer na njih ne utjeCe okolina, tj. njihovo je djelovanje uvijek
jednako, neovisno o kontekstu u kojem se nalaze, zbog Cega su vrlo korisni u funkcij-
skom programiranju jer programski prevodioc o njima moze puno zakljuciti ve¢ prilikom
statickog prevodenja programa. Zbog neovisnosti o kontekstu, prilikom evaluacije izraza s
kombinatorima mozZe se zanemariti konkretan nacin na koji pojedini kombinator reducira
te promatrati samo krajnji rezultat te redukcije. Stoga kombinatore moZemo definirati tako
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da odredimo samo njihovo generalno djelovanje, a zanemarimo njihovu pravu strukturu.
Primjerice, kombinator identiteta / = Ax.x na sve A-terme djeluje potpuno jednako, tako
da vrati njih same kao izlaz. Stoga se taj kombinator moZe definirati sljede¢im izrazom:

VMeA IM=M

Kombinator pritom shvaéamo kao klasu ekvivalencije na skupu svih terma gdje je relacija
ekvivalencije funkcijska jednakost kombinatora. Uo¢imo da ti termi ne moraju biti niti
a-kongruentni, niti S-ekvivalentni (primer su kombinatori fiksne tocke u poglavlju |1.3).
Funkecijsko programiranje koristi sli¢nu konvenciju. Kombinatori ¢ine osnovne jedinice
programa, a u kontekstu funkcijskih jezika nazivaju se funkcije.
Uz kombinatore se prirodno veZe i pojam zatvorenja terma.

Definicija 1.2.2. Za proizvoljan term M € A definiramo zatvorenje kao term
Axy ... x,. M
takav da vrijedi FV(M) = {x1, ..., x,}.

Uoc¢imo da zatvorenja ima koliko i mogucih permutacija skupa slobodnih varijabli.

Parcijalna aplikacija i funkcije viSeg reda
Promotrimo sljedeci pseudo A-izraz:
plus = Axy.x+y

Tim izrazom smo definirali jedan kombinator. Prisjetimo se da je Axy.x + y samo pokrata
zaizraz Ax.(dy.x +y). S time na umu, promotrimo redukciju prilikom primjene izraza plus
na jedan argument.

(plus)2 = (Axy.x+y)2 = (Ax.(Ay.x+y)2 = Ay.2+y

Primijetimo da smo time ponovno dobili funkciju, koja je identiCna pocetnoj osim Sto je
jedna varijabla zamijenjena konkretnim izrazom. Takva operacija naziva se parcijalna
aplikacija. Parcijalna aplikacija daje nam zanimljivu interpretaciju A-izraza s viSe varija-
bli. Umjesto da izraz ,,plus” shvatimo kao funkciju koja prima dvije varijable, koristeci
rezoniranje kao u gornjem primjeru, ,,plus” moZemo shvatiti kao izraz koji prima jednu
varijablu, a kao izlaz vraca ponovno funkciju, koja takoder prima jedan argument. Takva
interpretacija A-izraze promatra kao funkcije viseg reda, odnosno funkcije ¢ija kodomena
sadrzi 1 funkcije.

Kombinatori takoder imaju sljede¢e vazno svojstvo (dokaz u [1]): sve zatvorene A-
izraze moguce je generirati parcijalnom aplikacijom samo jednog kombinatora samog na
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sebe. Medutim, najcesée se koristi sustav standardnih kombinatora kojeg tvore dva kom-
binatora S 1 K.

K = Axy.x
S = Axyz.(x2)(yz)

Primjerice, kombinator identiteta moZe se dobiti na sljedeci nacin:
SKK = (Axyz.(x2)(y2)) KK —» 1z.(K2)(Kz) » Az.(1y.2)(1y.z) = Az.z =1

Sada ¢emo definirati joS neke kombinatore koji ¢e nam trebati u kasnijim poglavljima.
Osim oruda za dokazivanje vaznih rezultata, ovi kombinatori demonstriraju moguénost
koriStenja A-izraza za kodiranje razli¢itih matematickih teorija, primjerice aritmetike pri-
rodnih brojeva.

Logika sudova

U ovoj tocki definiramo terme koji predstavljaju analogone booleovskih vrijednosti. Osim
Sto su potrebni da dokazemo Turing-potpunost netipiziranog A-racuna, ovi termi omogucuju
simuliranje logike sudova u A-racunu. Neka je sada

T = Axy.x

F = Axy.y

Ovi izrazi su jednostavne projekcije prve odnosno druge varijable. Sljedeci korak je defi-
niranje kondicionala. Za proizvoljne A-terme P, M, N, promatramo term PMN. Iako tipovi
nisu eksplicino definirani te na mjesto terma P mozZe doci bilo koji A-izraz, ovaj term
zamisljen je tako da na mjesto terma P dolazi jedna od booleovskih vrijednosti (odnosno
term koji reducira u booleovski term). Tada vrijedi sljedece:

PMN =TMN » M
PMN =FMN —-» N

Sto je upravo ponaSanje kakvo bismo Zeljeli od kondicionala. Stoga, Zelimo li naglasiti da
term PMN promatramo kao kondicional, piSemo ,,ako P onda M inaCe N’ te smatramo da
je taj izraz ekvivalentan termu PMN. Jednostavno se definiraju i booleovski operatori:

and = Auv.u(vVTF)F
or = Auv.uT(WTF)
not = Au.uFT
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U gornjim izrazima, zamiS$ljeno je da se na mjesta varijabli u 1 v supstituiraju termi T ili
F. Kako su oni sami projekcije, ovisno o vrijednosti oni ,,odabiru” odgovarajucu daljnju
akciju. Primjerice, logi¢ka disjunkcija je definirana na sljedeci nain: AV B & A =
T ili B = T. Redukcija terma or slijedi tu logiku. Primjerice, redukcija gdje je prvi argu-
ment F a drugi T izgledala bi ovako:

(or)FT = (Auv.uTOVTF))FT -» FT(TTF) » TTF -» T

Liste

Sada ¢emo demonstrirati konstrukciju liste u A-raCunu. Liste su klju¢ne strukture poda-
taka za funkcijske jezike jer omogucuju iteriranje po elementima. Liste koje ¢emo ovdje
definirati su vrlo sli¢ne onima u Haskellu pa tako moZemo formalno rezonirati o njihovim
svojstvima.

Prvo ¢emo definirati uredeni par elemenata, a tada iskoristiti tu definiciju kako bismo
definirali listu. Ureden par [M, N] definiramo sa

[M,N] = AzzMN
ProSirenje na proizvoljnu n-torku je logi¢no:
(Mo, ..., M,] = [Mo,[M,, ..., My]]

Vazno je uoditi da se novi element uvijek dodaje slijeva. To omogucuje jednostavniju
iteraciju po listi, te trivijalno koriStenje nekih operacija karakteristi¢nih za funkcijsko pro-
gramiranje. Uz liste se prirodno veZu i sljede¢i kombinatori: operator konkatenacije cons,
operator head (koji vraca prvi element liste) te operator fail kojim se dohvacaju svi ele-
menti osim prvog. Operator konkatenacije moZemo realizirati na sljedec¢i nacin:

cons = Axyz.zxy
Promotrimo djelovanje operatora cons na proizvoljne terme:
(cons)MN = (Axyz.zxy)MN - Az.zMN = [M, N]

Uocimo ponovno da nema restrikcija na tip pojedinih terma u uredenom paru. Ipak, uko-
liko je term N 1 sam lista, ponaSanje je upravo kakvo bi ocekivali od operatora konkatena-
cije. Primjerice:

(cons)M, (M, ..., M,] = (Axyz.zxy)My (M, ..., M,] > Az.zMy[M,, ..., M,]
Nadalje, vrijedi:

AZ-ZMO[MI" ’Mn] = [MO9 [Ml95Mn]] = [MO’ Ml»-' -9Mn]
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Ovakva definicija list ima zanimljive posljedice. Primjerice, dohvacanje n-tog elementa
liste ne moZe se izvesti u konstantnom vremenu. Ipak, vidjet ¢emo da se ovaj problem
¢esto moze zanemariti koristimo 1i specijalne vrste redukcije.

Operatore head i tail definiramo sljede¢im izrazima:

head = Ax.xT
tail = Ax.xF

Jednostavno se vidi da ti operatori reduciraju na Zeljeni nacin.

(head)[M, N] = (Ax.xT)(1z.zMN) —» (AzzMN)T - TMN - M
(tail)[M, N] = (Ax.xF)(1z.zMN) — (AzzMN)F —- FMN — N

Liste su elementarna struktura podataka u funkcijskim jezicima, zbog ¢ega postoje mnoge
funkcije koje automatiziraju ¢este operacije nad njima. U tocki[I.3|¢emo definirati funkcije
map, foldl i foldr, nakon Sto demonstriramo rekurziju u A-raunu.

Prirodni brojevi

Sada definiramo analogone prirodnih brojeva, numerale. Ovi termi sluze kako bismo u A-
racunu imali terme koji reprezentiraju prirodne brojeve, s ciljem da omogu¢imo usporedbu
klasa parcijalno rekurzivnih funkcija i klase A-definabilnih funkcija u poglavlju[I.5]

Definicija 1.2.3. Za svaki n € N, term "n™ definiramo rekurzivno:
I_O—l = I
"n+1"=[F,"n7]
i nazivamo n-ti numeral.

Nakon §to smo definirali analogone prirodnih brojeva, moZzemo definirati aritmetiku na
njima.

Definicija 1.2.4. Funkcije sljedbenika i prethodnika definiramo sa:

S* = Ax.[F, x]
P~ = Ax.xF

Term Zero kojim ispitujemo je li dani numeral jednak "07 definiramo sa:

Zero = Ax.xT
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Jednostavno se vidi da termi reduciraju na oCekivani nacin:

ST = (Ax[F,x)D'n" > [F,"n']="n+1"
P ™n=xxF)™n">» "nF=AxxF'n—1YF » "Tn-1"
Zero'0" = (AxxTHI » IT »> T
Zero'n'= (AxXT)AxFn—-1" » (AxFn-1"T
»>TFn-1">F, zan+0

Time smo predstavili nacin definiranja analogona brojeva u A-racunu, te osnovnu arit-
metiku na njima.

1.3 Fiksne tocke i rekurzija

Rekurzija je klju¢no orude u funkcijskim jezicima, pa ¢emo se u ovom poglavlju posebno
posvetiti rekurziji i njenoj realizaciji. Prvo dajemo vaZan rezultat koji uz svoju prakti¢nu
vrijednost pokazuje i neka neintuitivna svojstva netipiziranog A-racuna.

Teorem 1.3.1 (Teorem o fiksnoj tocki). Za svaki F € A postoji X € A tako da vrijedi
FX=X
Dokaz. Definiramo W = Ax.F(xx) i X = WW. Sada vrijedi redom:
X=WW=Ux.F(xx)W=FWW)=FX
O

Ovaj nam teorem govori da svaki A-term, promatran kao funkcija, ima fiksnu tocku.
Kao posljedica ovog teorema javlja se Cinjenica da svaka jednadzba oblika FX = X u A-
racunu ima rjeSenje. Sada ¢emo definirati jedan term koji nam omogucava algoritamski
trivijalno dobivanje rjeSenja ovakvih jednadzbi, odnosno nacin da se postigne rekurzija u
funkcijskim jezicima.

Definicija 1.3.2. Za kombinator Y € A kaZemo da je kombinator fiksne tocke ako vrijedi
sljedece:
VX eA YX =XTYX)

Vazno svojstvo ovakvih kombinatora je da aplikacijom kombinatora fiksne tocke na
bilo koji A-term dobivamo fiksnu to¢ku tog terma.
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Propozicija 1.3.3. Sljedeci termi su kombinatori fiksne tocke:
Y = Af.(Ax. f(xx))(Ax. f(xx))

0O = (Axy.y(xxy))(Axy.y(xxy))

Dokaz. Uzmimo proizvoljan A-term F. Neka je W = Ax.F(xx). Sada vrijedi:
YF = WW = F(WW) = F(YF)

Pritom smo koristili ¢injenicu da je YF = WW. Primijetimo da ne vrijedi WW —» YF, pa
prema tome ne vrijedi niti YF - F(YF). Kombinator ® ima i dodatno svojstvo da vrijedi
OF » F(OF). Oznacimo s V = Axy.y(xxy). Tada vrijedi @ = VV iz Cega slijedi:

OF = VVF — F(VVF) —» F(OF)

O

Gornji kombinatori zbog svoje su vaznosti imenovani prema svojim autorima: Y je
imenovan Churchov (paradoksalni) kombinator, a @ Turingov kombinator fiksne tocke.

Kao primjer koriStenja kombinatora fiksne tocke u praksi prezentirat ¢emo definiranje
funkcije koja za dani prirodni broj n vraca n-ti Fibonaccijev broj. Dakle, Zelimo funkciju
F koja ima sljedece djelovanje:

Fn=Fnh-2)+Fn-1)
Sada F moZemo zapisati sa
F=mFnh-2)+Fn-1)

U A-racunu ne postoji alat koji bi omogucavao definiranje terma koji sam sebe referencira
na sintaktickoj razini. Stoga desnu stranu prepiSemo u obliku aplikacije, gdje je argument
funkcija F.

F=Qfnf(n-2)+ f(n— 1)F

Iz toga zakljuCujemo da je F jedna fiksna toCka funkcije E = Afn.f(n —2) + f(n — 1).
Koriste¢i kombinator fiksne tocke jednostavno je vidjeti da je YE fiksna tocka terma E,
vrijedi YE = E(YE), direktno iz definicije.

Kombinatori fiksne tocke takoder se koriste za iteriranje Zeljene funkcije. Promotrimo
kao primjer par koraka redukcije gore definirane funkcije Y E primijenjene na broj 3:

YE3 = E(YE)3 = (Afn.f(n—2) + f(n — D)YE)3 - (YE)1 + (YE)2
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Ponekad nije dovoljno koristiti funkciju koja rekurzivno ovisi samo o vlastitim vrijednos-
tima, ve¢ se moze dogoditi da nam je potrebno definirati dvije funkcije koje su medusobno
rekurzivno ovisne. Promotrimo primjer odredivanja parnosti prirodnog broja. Problem je
moguce srociti na sljedeci naCin (kako je predstavljeno u [[16]]):

(even)n = ,,ako n = 0 onda T inace (odd)(n — 1)
(odd)n = ,,ako n > 0 onda (even)(n — 1) inace F”

Kao u primjeru Fibonaccijevih brojeva, prvo pomocu A-izraza napiSemo nerekurzivne ver-
zije danih funkcija.

(even) = (Afn.,,akon = 0 onda T inace f(n — 1)”")(odd)
(odd) = (Afn.,,ako n > 0 onda f(n — 1) inace F”’)(even)
Definirajmo sada sljedece terme:
E, = (Afn.,,akon = 0 onda T inace f(n — 1))
E, = (Afn.,,ako n > 0 onda f(n — 1) inace F”)

Vidimo da ulanc¢avanjem terma E; i E, mozemo dobiti funkcije koje rekurzivno ovise samo
0 jednoj funkciji. Tada moZemo koristiti standardni kombinator fiksne tocke. Primjerice:

(even) = E;(E>(even)),
te konacno:
(even) = Y(Af.E((ELf))

Primjenom kombinatora Y sada dobivamo trazenu funkciju. Zamjenom redoslijeda terma
E, i E, dobivamo funkciju odd.

Na ovaj nacin, programski jezici mogu definirati bilo kakvu funkciju realiziranu pomocu
rekurzije. U poglavlju(l.5|vidjet cemo da je za slu€aj netipiziranog A-racuna rekurzija (od-
nosno Turingov kombinator) klju¢na u dokazu Turing-potpunosti A-racuna.

Iteriranje po rekurzivnim strukturama

Sada definiramo funkcije map, foldl i foldr koje smo najavili ranije. Kao u pro§lim pri-
mjerima, prvo definiramo nerekurzivni term na koji zatim primjenjujemo kombinator fik-
sne tocke da bismo dobili Zeljeno djelovanje. Po&nimo s funkcijom map. Zelimo sljedece
djelovanje:

(map) [ f = (cons) (f ((head) [)) ((map) f ((tail) /))
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Funkcijom head prvo izdvajamo prvi element liste te ga zatim transformiramo funkcijom
f. Rezultantna lista generira se nadovezivanjem izdvojenog transformiranog elementa na
ostatak liste modificiran na isti nacin.

Koristeci ranije opisanu metodu, vidimo da je funkcija map korektno definirana izra-
zom:

map = Y(Acfl.((cons) (f ((head) [)) ¢ f ((tail) [)))
Vrijedi:
(map)((and)T) [T, L] - (cons) ((and) T ((head) [T,L]) ((map) ((and)T) ((tail) [T, L]))
- (cons) ((and) T T) ((map) ((and)T) L)
—» [T, (map) ((and)T) L]

gdje je L proizvoljna lista (booleovskih) terma. Pritom smo koristili pravila redukcije
kombinatora definiranih u

Promotrimo sada kako bismo, primjerice, rekurzivno sumirali listu brojeva. U sva-
kom koraku rekurzije potrebno je izdvojiti element liste i nadodati ga na postojeCu sumu.
Opcenito kada Zelimo vrsiti analognu operaciju, potrebno je specificirati funkciju kojom
akumuliramo rezultat, poCetnu vrijednost te listu elemenata. Ovisno o tome kojim redom
apliciramo funkciju, razlikujemo lijevu (foldl) i desnu (foldr) varijantu.

(foldl) f e [ = (foldl) £ (f z I) ((tail) ])
(foldr) f e [ = f ((head) [) (foldr) £ e ((tail) )

Konkretan term za obje funkcije moZe se dobiti kao u slucaju funkcije map.
U poglavlju[3.3| promotrit éemo svojstva ovih funkcija uz lijenu evaluaciju izraza.

1.4 Svojstva S-redukcije

U programskim jezicima, S-redukcija se ne koristi direktno jer ne definira strogi redos-
lijed reduciranja, zbog Cega se javlja svojevrsni nedeterminizam, Sto ¢emo demonstri-
rati. Medutim, redukcije koje se koriste u sustini su S-redukcije s restringiranim uvjetima
koriStenja pa ima smisla promatrati opcenita svojstva ovakvih transformacija.

Pitanje postojanja normalne forme nekog terma Cesto se pojavljuje u meta-teoriji A-
racuna. U programskim jezicima to je pitanje od velike prakti¢ne vrijednosti jer neposto-
janje normalne forme uzrokuje beskonacnu petlju.

Uzmimo kao primjer term w = Ax.xx. Pokazat ¢emo da ovaj term nema normalnu
formu. Promotrimo moguce redukcije terma Q = ww:

Q= ww = (Axxx)w — ww = Q
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Slika 1.1: Graficki prikaz prvog Church-Rosserovog teorema

Vidimo da term Q reducira uvijek sam u sebe. Kako je uvijek moguce reducirati, 2 nema
normalnu formu. Medutim, nepostojanje normalne forme ne mora biti toliko ocito. Pro-
motrimo term KIQ. Vrijedi

KIQ = (Axy.x)IQ —» I

Medutim reduciramo li prvo term Q = (ww), slijedi
KIQ - KIQ —» ...

prema prijaSnjem primjeru. Ipak, S-redukcija slijedi neke pravilnosti koje su karakterizi-
rane Church-Rosserovim teoremima koje ¢emo sada navesti. Ovdje ih neemo dokazivati
jer nas zanimaju samo posljedice, a dokazi se mogu naci u [1]. U sustini, ovi teoremi ga-
rantiraju da razli¢itim na¢inima redukcije neCemo do¢i do suviSe razlicitih terma, odnosno
uvijek ¢emo moci doci do terma koji je zajednicki svim smjerovima redukcije. Za funkcij-
ske programske jezike to znaci da se nikad neCemo morati vracati, te da je svaki redukcijski
put valjan u smislu da iz njega moZemo do¢i do normalne forme, ukoliko ona postoji.

Teorem 1.4.1. Neka su M, N, P € A takvi da vrijedi M - N i M - P. Tada postoji term
Ztakavda N -» ZiP - Z.

Dakle, neovisno o tome reduciramo li term M u term N ili term P, uvijek mozemo
doseci neki term Z. Primjerice, za term KIQ nije bitno koliko puta reduciramo term €,
uvijek moZemo doseci term I.

Zbog grafickog prikaza gornjeg teorema, ovakvo svojstvo naziva se jos i1 diamond pro-
perty.

Jednostavan korolar ovog teorema je da, ukoliko su termi N i P u normalnoj formi, tada
vrijedi N =, P (gdje =, oznacava a-kongruenciju opisanu na stranici[7). To je stoga Sto u
tom slucaju niti NV niti P ne mogu reducirati, a teorem garantira da mora postojati zajednicki
term u kojeg oba mogu reducirati. Prema tome mora se raditi o jednakim termima.
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Sljedeci teorem je takoder posljedica teorema Iskaz teorema je sli¢an, medutim
nesto je opcenitiji. Teorem garantira da dva S-ekvivalentna terma imaju term u koji oba
mogu reducirati.

Teorem 1.4.2. Neka su M,N € A te neka vrijedi M = N. Tada postoji term Z takav da
M—»ZiN—»Z

Na kraju, navodimo rezultat ¢ije posljedice su posebno bitne za Haskell i srodne pro-
gramske jezike.

Teorem 1.4.3. Ukoliko term ima normalnu formu, tada redukcija krajnje lijevog redeksa
uvijek dovodi do normalne forme.

Ponovno kao primjer promatramo term KIQ = KI(ww). Pod krajnje lijevim redeksom
smatramo onaj redeks Ciji znak apstraktora je prvi slijeva. U naSem primjeru to je redeks
KI, koji reducira u funkciju Ay.I koja tada zanemaruje argument €. U ranijim racunima
vidjeli smo da reduciranje terma Q vodi u beskonacnu petlju dok redukcija cijelog terma
KIQ reducira u normalnu formu u dva koraka.

Redukcija krajnje lijevog redeksa naziva se redukcija normalnim redom (normal order
reduction), jer uvijek dovodi do normalne forme ukoliko ona postoji. Redukcija krajnje
desnog redeksa naziva se redukcija aplikativnim redom.

Intuitivno, aplikativni redoslijed redukcije uvijek reducira prvo argument funkcije, a
tek tada samu funkciju, dok je kod redukcije normalnim redom redoslijed obratan. To
dovodi do toga da pri aplikativnom reduciranju moZemo beskonacno reducirati argument
koji, gledano iz perspektive cijelog izraza, mozda nije uopcée relevantan (primjerice kod
konstantnih funkcija). Normalan redoslijed prvo evaluira funkciju, pa e potencijalno pro-
blemati¢an argument mozda biti zanemaren.

1.5 Parcijalno rekurzivne funkcije

U prijasnjim poglavljima vidjeli smo kako netipizirani A-ra¢un mozemo promatrati i kao
jednostavan programski jezik. U ovom poglavlju posvetit ¢emo se apstraktnijem problemu
izracunljivosti 1 pokazat ¢emo da je A-raCun ekvivalentan ostalim modelima izracunljivosti
(u Churchovom smislu).

Toc¢nije, u ovom ¢emo poglavlju pokazati da se parcijalno rekurzivne funkcije mogu
simulirati klasom A-definabilnih funkcija i obratno, ¢ime ¢emo dokazati da su ti modeli
izraCunljivosti ekvivalentni. Za pocetak je potrebno navesti definicije 1 dokazati neke
pomocne rezultate.

Zelimo li kodirati parcijalne funkcije u A-ra¢unu, potrebno je kodirati i slu¢aj kada
funkcija nije definirana za neki vektor prirodnih brojeva. Kao prvi pokusaj Cini se da bi
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bilo razumno poistovjetiti nepostojanje normalne forme s nedefinirano$¢u, medutim us-
postavilo se da takvo definiranje dovodi do inkonzistentne teorije (vidi [1]). Stoga je kao
alternativa odabran pojam rjeSivosti terma koji je analogan pojmu rjesivosti jednadzbe, od-
nosno trazenju inverzne funkcije. U lemi [I.5.11] vidjet ¢emo da su pojmovi rjesivosti i
postojanja normalne forme ipak vrlo bliski, iako nisu u potpunosti ekvivalentni.

Sada ¢emo definirati klasu parcijalno rekurzivnih funkcija. Za to je potrebno prvo
definirati operacije primitivne rekurzije, kompozicije i u-operator. Parcijalno rekurzivne
funkcije kao domenu imaju neki neprazan skup S C N¥, za k € N, §to znaci da nisu nuzno
definirane za svaki ulazni podatak 7 € N*. Ukoliko funkcija f nije definirana za ulazni
podatak 77 € N* (odnosno i ne pripada domeni S), piSemo f(i7) T. U suprotnom pisemo

fa) .
Sa f(X) ~ g(X) oznatavamo Cinjenicu da funkcije f i g za dani vektor brojeva X ili obje
nisu definirane, ili vrijedi f(X) = g().

Definicija 1.5.1. Neka su x, {1, ..., ¥, funkcije, te neka je funkcija ¢ definirana sa ¢(X) ~
xW (D), ..., 0,(X). KaZemo da je ¢ definirana pomocu kompozicije funkcija.

Definicija 1.5.2. Neka je k € N i y totalna k-mjesna funkcija. Neka je ¢ totalna (k + 2)
mjesna funkcija. Za (k + 1)-mjesnu funkciju ¢ definiranu s

©(0, %) = x(X)
oy + 1, %) = Yoy, %), y, X)

kaZemo da je definirana pomocu primitivne rekurzije.

Definicija 1.5.3. Neka je ¢ : N¥*!' — N funkcija i ¥ € N¥. Tada definiramo funkciju
wy(p(X,y)) na sljedeéi nacin:

najmanji z takav da je p(X,y) | za sve y < z,
w(p(X,y) =~ 0) ~ te je (X, z) = 0, ako takav z postoji

T, inace

Definicija 1.5.4. Klasa parcijalno rekurzivnih funkcija je najmanja klasa funkcija koja
sadrZi sljedece funkcije:

o nul-funkcija - Z(n) =0, Yn e N
e projekcija - I'(xy, ..., X,) = Xp,
o funkcija sljedbenika - S*(n) =n + 1

a zatvorena je na primitivnu rekurziju, kompoziciju i p-operator. Nul-funkciju, projekcije i
funkciju sljedbenika nazivamo inicijalne funkcije.
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Sada definiramo klasu A-definabilnih funkcija.
Definicija 1.5.5. Za M € A° kazemo da je rjesiv ako AnaANy, ..., N, € A takvi da vrijedi:
MN;...N, =1

gdje je 1 kombinator identiteta. Za proizvoljan N € A kaZemo da je rjesiv ukoliko postoji
zatvorenje od N koje je rjesivo.

Definicija 1.5.6. Neka je S C N*. Za funkciju ¢ : S — N kaZemo da je A-definabilna
ukoliko postoji F € A takav da vrijedi

Vit e NF Frit? = To(it)?, ako ¢(it) |
FTii" je nerjesiv, inace

Kako bismo dokazali da su klase A-definabilnih i parcijalno rekurzivnih funkcija jed-

nake, za pocetak dokazujemo da su inicijalne funkcije A-definabilne. Jednostavnosti radi

vektore numerala koji reprezentiraju redom brojeve u vektoru 7 oznacavamo s 773 .

Lema 1.5.7. Inicijalne funkcije su A-definabilne.
Dokaz. Definiramo sljedece terme:

o Z=Ax."0"

® II; = /1)C1 oo Xg X

e S* = Ax[F, x]

PokaZimo da one redom definiraju nul-funkciju, projekciju te funkciju sljedbenika. Iz
definicije terma Z ocito je da vrijedi Z'n" — "07, Vn € N, a kako je Z(n) = 0, Vn € N,
iz definicije A-definabilnosti slijedi da term Z A-definira funkciju Z. Neka je ¥ € N. Tada
ocito vrijedi I’j‘.rf" = (Ay;...yy;))" X" = "x;7. Konacno, term S* je upravo term definiran
u tocki te vrijedi

ST » Tn+ 17

Sljedeci rezultati bit ¢e nam potrebni u kasnijim dokazima.

Definicija 1.5.8. 1. Neka je M € A proizvoljan A-term. Za term M* kaZemo da je
supstitucijska instanca terma M ukoliko je

M = M[x; := N{]---[x, := N,]

za neke Ny,...,N,, € A.
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2. M* je zatvorena supstitucijska instanca terma M ukoliko je zatvoren term, odnosno
FV(M*) = 0.

Lema 1.5.9. Neka je M € A. Tada je M rjesiv ako i samo ako postoji zatvorena supstitu-
cijska instanca M* od M i konacni niz zatvorenih termi N, tako da je M*N = I.

Dokaz. Ukoliko je M rjesiv, tada iz definicije rjeSivosti za proizvoljan term slijedi da pos-
toji N takav da
(Ax; -+ x,. M)N =1

gdje je Axy---x,.M zatvorenje od M i N = N;---N,. Primijetimo da u niz varijabli
X1, ..., X, uvijek moZemo dodati eventualne slobodne varijable terma Ny, ..., N,. Nadalje,
uvijek moZemo garantirati da je m > n dodavanjem kombinatora identiteta zdesna na obje
strane jednakosti.

Nadalje pretpostavljamo da su termi Ny, ..., N,, zatvoreni. Prema tome, vrijedi

M[X] = Nl][xn = Nn]NnH Nm =1

pa postoji zatvorena supstitucijska instanca M* = M[x; := Ny]--- [x, := N,] koja je rjeSiva.
Obrat slijedi jednostavno iz Cinjenice da ukoliko je M* = M[x; = Ni]---[x, = N,]
zatvoren term, tada je term Ax; - - - x,,.M zatvorenje terma M. 1z toga slijedi da je zatvorenje
terma M rjesivo, pa je M rjesiv prema definiciji. O

Napomena 1.5.10. Ukoliko je M nerjesiv kombinator, tada je ocito da je za proizvoljan
N € A term MN takoder nerjesiv: kad bi MN bio rjesiv, tada bi postojao K takav da
MNK =1, pa bi prema tome i M bio rjesSiv. Rezultat gornje leme omogucuje nam da
istu argumentaciju primijenimo i na term M koji ima slobodne varijable, tako da term M
zamijenimo s M*. Nadalje, ukoliko je M nerjesiv, tada je i Ax.M nerjesiv: pretpostavimo
li da je Ax.M rjesiv, tada postoji zatvorenje M = Ay, ---y,x.M i N takav da 1 = MN =
My, := Nil---[yn := Nyllx := Nuy1INpso - - - Ny, pa po gornjoj lemi slijedi da postoji
zatvorena supstitucijska instanca terma M koja je rjesiva, Sto je kontradikcija. Navedene
Cinjenice bit ¢e nam potrebne prilikom dokazivanja zatvorenosti A-definabilnih funkcija na
kompoziciju.

Sljedeca lema daje nam vezu medu pojmovima normalne forme i rijeSivosti. Dokaz se
moze pronaci u [[1].

. o v . . . . O . N
Lema 1.5.11. M je nerjesiv ako i samo ako za svaku supstitucijsku instancu M* i niz N
—
term M*N nema normalnu formu.

Sada dokazujemo zatvorenost A-definabilnih funkcija na primitivnu rekurziju.

Lema 1.5.12. Klasa A-definabilnih funkcija zatvorene je na primitivnu rekurziju.
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Dokaz. Kako je primitivna rekurzija definirana samo za slucaj totalnih funkcija, ovdje ne
moramo koristiti pojam rjeSivosti zbog Cega je dokaz jednostavniji. Ozna¢imo s x~ = P™x
(term P~ definiran je na stranici[I3). Neka je ¢ funkcija definirana sa

@(0,1) = x(iD)

ok +1,7) = ylp(k, i), k, iD),

gdje su y iy A-definirane s G i H. Zelimo term koji ¢e, ovisno o vrijednosti k, vracati ili
x (@) ili y(e(k, ), k, i1). Definiramo term F = Axy. ,,ako Zero x, onda Gy, inate H(Fx y)x™ .
Pogledajmo sada djelovanje F na numerale. Iz definicije kondicionala slijedi:

Fr0¥ = (Zero™0")(GH)(H(FT0 )" 077¥)

Kako vrijedi Zero™0™ = T, slijedi da je gornji izraz jednak Gy (sjetimo se da je T projekcija
prvog argumenta). Ukoliko je ¥ neki vektor numerala 777, iz Cinjenice da je y A-definirana
s G slijedi Gy = "y (7).

Promotrimo sada izraz F"n™y, za proizvoljan n. Analognim racunanjem kao u prethod-
nom dijelu dobivamo da je

Fn+ 1Y =FGY)HF nY)'ny) = HF ny) 'ny,
a to je upravo traZzena tvrdnja. O

Sljedeci jednostavan rezultat nam omoguéava A-definiranje kompozicije funkcija i u-
operatora.

Lema 1.5.13. Vn € N, vrijedi "nKII = I, odnosno svi numerali su rjesivi.

Dokaz. Lemu dokazujemo direktno, promatrajuci strukturu numerala. Posebno izdvajamo
07 = I jer je ima posebnu strukturu.

TO'KII = IKII = I

Zan # 0 vrijedi:

"n'KII = [F,"n—-1"1KII = (Ax.xF"'n - 1 KII =
KF'n—- 1" = (Axy.x)F"'n - 1"1I = FII

O

Preostaje nam pokazati zatvorenost klase A-definabilnih funkcija na kompoziciju i u-
operator.
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Lema 1.5.14. Klasa A-definabilnih funkcije zatvorena je na kompoziciju.

Dokaz. Neka je funkcija ¢ definirana na sljedeci nacin:

o(i) = x (i (7D), . .., Y(iD))

gdje su y, ¥, ..., ¥ funkcije A-definirane redom termima G, H,, ..., Hy. Definiramo term
F na sljedeéi naCin:

F = AX.(H,XKII) - - - (H,XKII)(G(H, %) - - - (HX))

Tvrdimo da F A-definira funkciju ¢. Prvo Zelimo pokazati da ukoliko je (77) nedefiniran,
da je tada i term H;XKII nerjesiv. Taj je rezultat jednostavna posljedici leme ukoliko
vrijedi y;(7?) T, onda H;"7" nije rjesiv prema definiciji A-definabilnosti. Iz leme[1.5.9]slijedi
da tada niti term H,"7'KII nije rjeSiv. Lema takoder garantira da u tom slucaju niti
F nije rjesiv, Sto smo i Zeljeli pokazati.

S druge strane, neka je ;(i7) |, tj. ¥;(i) = m; za svaki i. Tada je i H;"7i" rjeSiv prema
definiciji A-definabilnosti. Kako vrijedi H;"7" = "m;", slijedi:

H;"7"KII - "m;"KII - I
prema lemi Sada je ocito:
Fri' » GH,"#") - (H"A") » G"m - "my " > “x(my,...my)"
jer je x A-definiran s G. Time je rezultat dokazan. O

Sada ¢emo definirati analogon p-operatora za A-racun, za Sto ¢e nam biti potrebni neki
kombinatori definirani u ranijim poglavljima.

Definicija 1.5.15. Neka je P kombinator. Definiramo kombinator Hp sa:
Hp = O(Ahx. ,ako Px onda x inace h(S*x)”)

gdje je izraz ,,ako Px onda x inace h(S*x)” definiran na stranici Sada definiramo
analogon u-operatora na kombinatorima kao

/JP = HPFO—I

Uocimo da je gornji izraz definiran i za kombinatore P i terme M takve da PM ne
reducira u booleovske terme F i T. U gornjoj definiciji cilj je simulacija djelovanja u-
operatora na nacin da se redom ispituje je li zadani predikat istinit za pojedini numeral,
pocevsi od "0'. Primjerice, ako za sve m < n vrijedi P"m" - F, tada:

uP = Hp"0" - ,,Ako P"0" onda "0 inace Hp" 1"

» ...» ,AkoP"'n"onda"ninace Hp"'n+ 17"



POGLAVLIJE 1. NETIPIZIRANI 2-RACUN 25

Pritom kao predikat koristimo A-definiciju neke rekurzivne relacije. Neka P A-definira
neku relaciju R. Ukoliko je predikat P istinit za neki numeral "n' i ukoliko je taj nu-
meral najmanji za koji je P istinit, tada vidimo da operator reducira u taj numeral. Uko-
liko predikat nije definiran za neki n, tada P"n™ nije rjesiv, a kako je on podterm terma
»Ako P'n" onda "n inace Hp"n + 1™ koji je S-ekvivalentan pocetnom termu uP, slijedi
da uP nije rjeSiv. Time smo pokazali da ovako definiran p-operator dobro opisuje u-
operator parcijalno rekurzivnih funkcija. Sada ¢emo dokazati zatvorenost A-definabilnih
funkcija na pu-operator. Prvo trebamo sljedec¢i pomocni rezultat.

Lema 1.5.16. Neka je term P takav da za svaki n € N vrijedi P'n” = F. Tada je uP
nerjesiv.

Intuitivno je jasno da ukoliko predikat kondicionala uvijek reducira u F, kondicional
uvijek odabire term koji je redeks, pa po€etni term nema normalnu formu. Jednostavno se
pokaze da u tom slucaju ne postoji zatvorena supstitucijska instanca uP* i vektor terma 7
takav da term ,uP*Z ima normalnu formu. Rezultat tada slijedi iz leme m Formalni
dokaz se moze pronaci u [1].

Sada kona¢no dokazujemo zatvorenost klase A-definabilnih funkcija na p-operator.

Lema 1.5.17. Klasa A-definabilnih funkcija je zatvorena na p-operator.
Dokaz. Neka je ¢(it) = um[y(it, m) = 0], gdje je y A-definirana termom G. Tvrdimo da
F = AX(GXKID)u [1y.Zero(GXy)]

A-definira funkciju ¢. Pogledajmo prvo slucaj kada ¢(77) |. Tada postoji m takav da je
x(,m) = 01 takav da je za sve k < m y(i1, k) definirano. Kako G A-definira y, vrijedi
da je za svaki k < m term G"7i""m™ rjesiv, te da izraz (G"r?"KII) reducira u kombinator
identiteta. Iz definicije u-operatora, toCnije iz definicije terma Hp, vrijedi da redukcija
terma G"7i'"m™ ,staje” onda kada je Zero(G 7 '"m’") = T, a to se postize upravo za
m’ = m. Stoga vrijedi F"m™ = ¢(m). Neka je sada ¢(i7) 7. Pogledajmo slucajeve kada se
to moZze dogoditi:

e ukoliko ne postoji m takav da y (i, m) = 0
e ukoliko y (i, m) T, za neki m takav da ne postoji k < m za koji vrijedi y(7, k) = 0

U prvom sluc¢aju mozemo zanemariti slucaj kada je y(7, k) T za neki k € N, jer ¢emo to
rijesiti u drugoj tocki. Pokazimo sada da u tom slucaju F"7i" nije rjeSiv. Vrijedi:

Zero(G'i""m™) » F

Iz leme [1.5.16| slijedi da tada term u [Ay.Zero(G™7y)] nije rjesiv, pa iz leme slijedi
da niti term F"7i" = (GXKIDu [Ay.Zero(G"7iy)] nije rjesiv §to je i trebalo pokazati.
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Preostaje slucaj kada y(i,m) 7, za neki m takav da ne postoji k < m za koji vrijedi
x (1, k) = 0. Tada slijedi da niti izraz (G"ﬁ"KII) nije rjesiv, pa niti term F"7' nije rjesiv,
koristeci jednaku argumentaciju kao i u prvom slucaju. Time je rezultat dokazan. O

Sljede¢a lema potrebna nam je da dokazemo da su A-definabilne funkcije nuzno parci-
jalno rekurzivne.

Lema 1.5.18. Neka je ¢ A-definirana s F. Tada vrijedi:
) =m — Fi'="m"

Dokaz. (=) Slijedi direktno iz definicije A-definabilnosti.
(&) Pretpostavimo da vrijedi F"7"' = "m™, i te da je ¢ A-definirana s F.

Iz leme slijedi da je "m™ rjesiv, Ym € N, iz Cega slijedi da je i F™7i" rjesiv jer
su termi B-ekvivalentni. Iz definicije A-definabilnosti slijedi ¢(77) |, pa vrijedi ¢(i7) = k, za
neki k € N. Kako F A-definira ¢, slijedi da je "k = "m, iz Cega slijedi k = m zbog nacina
na koji se numerali definiraju (nuzno su «a kongruentni, tj. jedinstveni su do na nazive
varijabli). Stoga vrijedi ¢(77) = m. Time je tvrdnja dokazana. |

Sada dokazujemo konacni rezultat, koristeci ¢injenice dokazane u prethodnim lemama.
Teorem 1.5.19. Funkcija je parcijalno rekurzivna ako i samo ako je A-definabilna.

Dokaz. (=) Prema lemi[I.5.18]vrijedi, ukoliko je ¢ A-definirana s F, tada:
) =m < Fi'="m"

Ocito je skup svih aksioma (vidi stranu [9) A-rauna rekurzivan. Iz toga slijedi da je
skup svih teorema, odnosno izraza oblika M = N rekurzivno prebrojiv. Tada iz prethodno
navedene ekvivalencije slijedi da je skup {(¢(77, m) : ¢(i1) = m} rekuzivno prebrojiv.

Kako je taj skup ujedno i graf funkcije ¢, koristeci teorem o grafu parcijalno rekurzivne
funkcije, slijedi da je funkcija ¢ takoder parcijalno rekurzivna. Time je pokazano da klasa
parcijalno rekurzivnih funkcija sadrZi A-definabilne funkcije.

(&) Leme [1.5.12] [1.5.14]i [1.5.17] pokazale su da su inicijalne funkcije A-definabilne,
te da je skup A-definabilnih funkcija zatvoren na primitivnu rekurziju, kompoziciju te u-
operator. Time je pokazano da klasa A-definabilnih funkcija sadrZi parcijalno rekurzivne
funkcije, i1 time je dokaz zavrSen. O

Na kraju dajemo jos$ jednu karakterizaciju nerjesivosti terma, ovog puta pomocu pojma
head normal form (Koristimo skracenicu HNF).
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Definicija 1.5.20. Za term M € A kaZemo da je u HNF ako je oblika
M=Ax,...x,.xM,... M,

zamn>0iM; e A zai=1,...m Term ima HNF ukoliko je ekvivalentan termu koji je
u HNF.

Sljedeci teorem daje karakterizaciju rjesSivosti koriste¢i HNF.
Teorem 1.5.21. Term je rjesiv ako i samo ako ima HNF.

U poglavlju [3| ovaj rezultat omogucit ¢e nam karakterizaciju izraza koje nije moguce u
potpunosti evaluirati u funkcijskim jezicima.



Poglavlje 2

Tipizirani A-racun i Hindley-Milnerov
algoritam

2.1 Definicija i osnove

U proSlom poglavlju vidjeli smo kako pomocu netipiziranog A-raCuna moZemo opisati
proces izra¢unavanja izraza u jezicima srodnim A-raCunu. U ovom poglavlju bavit éemo se
tipiziranim A-rac¢unom kojim ¢emo opisati sustav tipova u Haskellu, te principe provjera-
vanja 1 automatskog odredivanja tipova.

Tipizirani racun srodniji je programskim jezicima jer nudi podjelu podataka na funk-
cije 1 argumente, te restringira skup A-izraza koje smatramo valjanima. Time se olakSava
pronalaZenje greSaka u kodu jer se ve¢ prilikom prevodenja moze otkriti mnogo greSaka.
Haskellov sustav tipova je strog, u smislu da su tipovi vrlo specifi¢ni te se ne dopusta auto-
matska transformacija. Na taj nacin moZe se otkriti i greSka u logici programa, $to se u
fleksibilnijim sustavima rijetko moZe. Naravno, vaznost tipiziranog racuna ne lezi samo u
prakti¢nosti pri implementaciji, ve€ i u teoriji, pa se tako mogu vuci netrivijalne paralele
nekih teorija u logici te tipiziranih varijanti A-racuna [

Uz sintakticke pogodnosti koje uvodi u pisanje programa, tipizirani A-racun uvodi i
neke probleme koji ne postoje u netipiziranim varijantama. Primjerice, kako je aplikacija
restringirana na terme koji su medusobno u odnosu funkcija-argument, prirodno se postav-
lja pitanje je li neki term valjan u danom racunu te moZe li mu se algoritamski pridruZziti
neki tip. Srodan, ali razli¢it problem, je i samo odredivanje tipa nekog terma, za Sto se
pokazuje da je neodluciv problem u nekim sustavima tipova. Treéi specifican problem nije
direktno vezan uz funkcijsko programiranje ali je od velike teorijske vaznosti: za proizvo-
ljan tip postavlja se pitanje postoji li term koji je tog tipa (tj. nastanjuje li neki term taj tip).
VaZznost ovog pitanja leZi u Curry-Howardovom izomorfizmu, kojim A-tipove moZemo in-
terpretirati kao teoreme, a terme koji su tog tipa kao dokaze tih teorema. U tom pogledu

28
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pronalaZenje terma danog tipa ekvivalentno je dokazivanju teorema (ili ¢ak pronalaZenju
algoritma koji ga rjeSava), dok je nepostojanje terma primjer nedokazivog teorema.

U nastavku definiramo jednostavno tipizirani A-racun. Ovaj sustav je najjednostavniji
primjer tipiziranog A-racuna, pa je posebno pogodan za demonstriranje klju¢nih pojmova i
koncepata opcCenitih tipiziranih sustava.

Uz terme, potrebno je definirati 1 tipove. Za pocetak smatramo da imamo skup baznih
tipova, koji moZe biti proizvoljan neprazan skup. Za generiranje kompleksnijih tipova
koriste se konstruktori tipova. U jednostavno tipiziranom A-ra¢unu postoji samo jedan
konstruktor tipova, u oznaci ,,—”. Sada definiramo skup tipova jednostavno tipiziranog

racuna.

Definicija 2.1.1. Skup tipova Typ definiramo na sljedeci nacin:
e proizvoljan konacan ili prebrojiv skup baznih tipova je podskup skupa Typ
e za 0,7 € Typ, vrijedi (- — 1) € Typ

Kao primjer, neka je skup baznih tipova jednak {o,7}. Tada su primjerice moguci
sljedeci tipovi: (00 > 1) = 1, (0c > 0) > (T > 1), 7T — (T = 0).

Kao bazni tip moZze se uzeti npr. nul-tip (u oznaci 0), ali u svrhe opisivanja programskih
jezika i standardni tipovi podataka poput Int, Float itd. Uzimanje viSe od jednog tipa
olakSava zapise, ali ne pove€ava ekspresivnost raCuna. Mi ¢emo pretpostaviti da imamo
prebrojiv skup baznih tipova.

Drugo pravilo u gornjoj definiciji sugerira zapis tipova koji je desno asocijativan, od-
nosno smatramo da tip oy — 0, — ... — o, predstavljatipo; — (0, = (... = 0,)...).

Jednakost dvaju tipova oznacavamo kao i u slucaju A-terma. Dakle, ukoliko su dva tipa
o 1t graficki jednaki, piSemo o = 7.

Alfabet kojim tvorimo terme tipiziranog racuna ekvivalentan je netipiziranom slucaju.
Za proizvoljan tip o smatramo da postoji prebrojiv skup varijabli tipa o. Sada definiramo
skup terma tipa o

Definicija 2.1.2. Neka je o proizvoljan tip. Skup terma tipa o, u oznaci A, definiramo
rekurzivno na sljedeci nacin:

e sve varijable tipa o su elementi skupa A,
e zaMe A, iN e A, vrijedi (MN) € A,,
e za o definiran kao T\ — Ty, teza M € A, i x € Ay, vrijedi (Ax.M) € A; .

Konacno, definiramo skup terma jednostavno tipiziranog A-racuna.
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Definicija 2.1.3. Skup svih jednostavno tipiziranih A-terma A" definiramo kao uniju svih
skupova terma nekog tipa.
A=A,

oelyp

Drugim rije¢ima, time smo opisali kakve terme smatramo valjano tipiziranima, od-
nosno termima kojima se korektno moze pridruZiti tip. Uzmemo li neki term, iz poznavanja
tipova njegovih podterma moze se deducirati koji tip bi sam term trebao imati. Uo¢imo da
su nam za to potrebne pretpostavke barem o varijablama koje se u termu javljaju. U dalj-
njem tekstu formalizirat cemo dedukciju tipa uz pretpostavke, ali prvo dajemo dva nacina
promatranja veze tipova i terma u jednostavno tipiziranom racunu.

Ovisno o tome piSemo li eksplicitno tip svake varijable u termu, moZemo promatrati
racun a la Church i a la Curry. Churchev sustav terme promatra kao tipizirane terme te
tako svaki term ima jedinstven tip 1 svaka varijabla eksplicitno naveden svoj tip. Primjerice,
term I, (kombinator identiteta tipa 0-) u Churchevom sustavu zapisujemo:

I,=Ux:0x):0>0

pri ¢emu s x : o naglasavamo tip varijable x, dok sa o — o oznacavamo tip cijelog izraza.
Pritom zagrade moZemo izostaviti. Nasuprot tome, u Curryjevoj varijanti terme smatramo
termima s pridodanim tipovima tj. izraze promatramo kao izraze netipiziranog A-racuna
kojima se naknadno pridruZuje tip. Kombinator identiteta sada bi zapisali kao

I,=Uxx):0 >0

bez da eksplicitno navodimo tipove varijabli. U jednostavno tipiziranom racunu ova dis-
tinkcija nema opsezZnije posljedice, medutim u nekim polimorfnim ra¢unima Churchev
sustav omoguduje odredivanje (jedinstvenog) tipa nekog izraza dok trazenje tipa u Curryje-
voj varijanti postaje neodluciv problem (vidi [[11]). Ipak, iz perspektive funkcijskih jezika,
Curryjeva varijanta racuna je daleko poZeljnija jer ne zahtijeva eksplicitno navodenje tipova
svih varijabli te time smanjuje koli¢inu potrebnog koda. Kako su operacije odredivanja i
provjere tipa trivijalne za Churchev sustav, te kako je u slucaju Haskella koriSten Curryjev
sustav, nadalje promatramo samo Curryjev sustav. Sada opisujemo $to formalno znaci kon-
tekst u kojem termu pridruZujemo tip, a zatim dajemo formalni sustav za deduciranje tipa
iz danog konteksta.

Definicija 2.1.4. Neka je M A-term. Ukoliko vrijedi M € A, pisemo M : o te ¢itamo ,,M
ima tip o”. Niz deklaracija x, : oy,...,Xx, : 0y, gdje su xy,...,x, medusobno razlicite
varijable, nazivamo kontekst i oznacavamo s I. Sa dom(I") oznacavamo skup varijabli koje
se javljaju u T

Sada definiramo pravila dedukcije tipa zadanog terma.
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Definicija 2.1.5. Neka je M € A. Ukoliko pomocu pravila dedukcije moZemo zakljuciti da
vrijedi M : o, uz neki kontekst I, pisemo I v M : o. U slucaju praznog skupa I, pisemo
samo + M : o. Pravila dedukcije su sljedeca:

x:o€el I'tM:0-7tT'-N:0o I''x:0c+P:71
I'rx:0o I'-MN:t I'rAx.P:o—>T1

Promotrimo sada dedukciju tipa za term S = Axyz.xz(yz). OznaCimosI' =x:0 - 7 —
0,y : o — 1,z : 0. Ove pretpostavke potrebne su da bismo odredili tip podterma terma S.
U tocki bavit ¢emo se odredivanjem tipova i konteksta takvih da mozemo odrediti tip
nekog zadanog terma.

'rx:oco-171-20TIl'tz:0 Try:c—-1TltFrz:0

I'krxz:71t— 86 I'ryz:7

'k xz(yz) : 6

X:0o-oT1-o60,y:0->71FAzxz(y7) 0 — 0

X:0->T1T->0FAyzxz202): (0> 717) >0 >0

FAxyz.xz(yz) :(c > 1> 60) > (0c—>717)>0—>0

Iako su nam potrebne pretpostavke za dedukciju tipova pojedinih podterma terma S, vidimo
da u konacnici tip samog terma S mozZemo deducirati iz praznog skupa.

Pojam g-redukcije i ekvivalencije u potpunosti je jednak onom iz netipiziranog racuna.
Medutim, skup AT nije zatvoren na ovakvu S-ekvivalenciju, Sto je jednostavna posljedica
¢injenice da je A pravi podskup skupa svih A-terma A, Sto ¢emo vidjeti u sljedecoj tocki.

2.2 Svojstva jednostavno tipiziranog 1-racuna

U ovoj tocki navodimo neka svojstva tipiziranog raCuna. Dokazi se mogu pronaci u [2]].

Jednostavno se vidi da ukoliko vrijedi I’ + M : o, te ako vrijedi I’ € T", tada I" +
M : o. Sljededi rezultat daje jednostavnu vezu medu slobodnim varijablama terma kojem
odredujemo tip te konteksta koji je potreban za dedukciju.

Propozicija 2.2.1. Neka vrijedi T + M : o. Tada je nuzno FV(M) C dom(I'). Nadalje,
neka je I C I kontekst u kojem se javljaju samo slobodne varijable terma M. Tada vrijedi
I'rM:o.

Uocimo jednostavnu posljedicu gornjeg rezultata: ukoliko je term zatvoren, tada nisu
potrebne nikakve pretpostavke kako bismo odredili tip tog terma.
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Sljedeci rezultat bit ¢e nam potreban prilikom dokazivanja odlucivosti odredivanja tipa,
a govori da se iz strukture terma moZze zakljuciti o tipu njegovih podterma.

Propozicija 2.2.2. Vrijedi:
o Akojel' v x: o, tada je nuzno (x : o) €T,
e akoT' + MN : o, tada postoji tip T takav da vrijediT + M : 7 > o tel' v N : 7, te

e ukoliko I v Ax.M : o, tada postoje tipovitiOtakvidajeoc =1 —>0il,x: 7+ M :
6.

Vazan rezultat koji vrijedi opéenito za tipizirane racune je Cinjenica da redukcijom ne
mijenjamo tip terma.

Teorem 2.2.3. Neka su M i N termi takvi da M —» N. Ukoliko je M : o, tada je i N : o.

U kontekstu funkcijskih jezika, to znaci da ukoliko odredimo tip izraza prije evaluacije,
tada znamo i njegov povratni tip. To znaci da jednom kada je utvrdena korektnost izraza,
tipove viSe nije potrebno provjeravati tokom evaluacije.

Sli¢nost s netipiziranim ratunom ocituje se u Church-Rosserovu teoremu, koji vrijedi i
u ovom racunu. Ta Cinjenica je relativno jednostavna uzmemo li u obzir da, osim smanjenja
broja mogucih terma, nismo mijenjali sintakticka svojstva S-redukcije. Medutim, sljedeci
rezultat nam govori da je restrikcija koju radimo uvodenjem tipa ipak netrivijalna.

Teorem 2.2.4. Neka je M € A*. Svaki redukcijski put terma M vodi do normalne forme.

Gornje svojstvo naziva se svojstvo stroge normalizacije, te ima netrivijalne posljedice.
Uocimo da svaki Turingov stroj ¢iji alfabet sadrzi alfabet A-racuna 1 koji uvijek staje u
stanju gps odlucuje Halting problem za jednostavno tipizirani A-raun. Iz toga jednostavno
slijedi da ovaj racun nije Turing-potpun. Nadalje, termi bez normalne forme nisu moguci
u ovakvom racunu pa vrijedi A” C A.

Ovakav racun moZe se prosiriti do Turing-potpunog racuna dodavanjem kombinatora
fiksne toCke za svaki mogudi tip raCuna. Kombinator fiksne to¢ke tada ima tip Y : (o0 —
o) > 0.

2.3 Hindley-Milnerov algoritam

U ovoj tocki definiramo Hindley-Milnerov algoritam za odredivanje tipova u Curryjevom
sustavu tipiziranja. Sustav koji demonstriramo preuzet je iz [2]] te se razlikuje od original-
nog sustava definiranog u [8] jer ne koristi polimorfne tipove niti dodatnu sintaksu. Ipak,
ovaj sustav se jednostavno proSiruje do originalnog a uvelike pojednostavljuje formalni
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dokaz korektnosti. U poglavlju [3| opisat cemo Haskellov sustav koji je gotovo identi¢an
originalnom Hindley-Milnerovom sustavu.

Gruba ideja algoritma je sljedeéa. Pravila derivacije tipa definirana u prosloj tocki ovise
o sintaksi A-racuna, odnosno nacinu na koji je dani term izgraden iz jednostavnijih terma.
Promatraju¢i gradu terma, moZemo zakljuciti u kojim odnosima moraju biti pojedini pod-
termi pomocu leme [2.2.2]Za poCetak se svakom podtermu pripisuje neodredeni tip, a zatim
se gradi sustav jednadzbi Cijim rjeSavanjem se dobiva najopcenitiji oblik tipa koji term
moze imati. Ukoliko term nije zatvoren, takoder je potrebno pronaéi najmanji kontekst u
kojem se moze odrediti neki tip tog terma.

Napomena 2.3.1. Ovdje je vazno naglasiti distinkciju pristupa neodredenim tipovima koji
opisujemo u odnosu na pristup koji koristi varijable tipova (poput originalnog Hindley-
Milnerovog sustava). Kada pri¢amo o nekom opcenitom tipu a oznacavamo ga primjerice
sa o, implicitno govorimo o cijeloj klasi tipova. S time na umu, svaku oznaku tipa koja
ne oznacava eksplicitan tip moZemo smatrati varijablom, iako tu ideju ne formaliziramo.
Definicija supstitutora koja slijedi definira funkcije koje imaju poZeljno svojstvo u smislu
da su aditivne na skupu tipova. Na taj nacin, ukoliko neki tip o preslikavamo u tip T, u
kompleksnijem tipu koji sadrZi o moZemo o interpretirati kao varijablu. Kako su tipovi
nuzno konacne duljine, slijedi da uvijek postoje bazni tipovi koji se ne javljaju u nekom
tipu. Te tipove moZemo koristiti kao varijable.

Sada formaliziramo ideju rjeSavanja jednadzbi tipova.

Definicija 2.3.2. Supstitutor je funkcija = : Typ — Typ takva da vrijedi
*(0 > 1) = x(0) > *(7)
U daljnjem tekstu umjesto *(o) piSemo o*. Nadalje, definiramo unifikator tipova.

Definicija 2.3.3. Neka su o, 1 € Typ. Za supstitutor = kaZemo da je unifikator za o i T ako
vrijedi o = T°. Za supstitutor kaZemo da je najopcenitiji unifikator za o i T ako

e of=1"

o Ukoliko o' = 1*' za neki supstitutor %, tada postoji supstitutor =, takav da vrijedi
%] = %k O ¥,

Dakle unifikator dvaju tipova je supstitutor koji ih preslikava u isti tip. Sada je jasno da
rijeSiti jednadzbu tipova znaci pronaci unifikator tipova. Drugi dio definicije govori kako
bi unifikator trebao biti ,,najizravniji” nacin da rijeSimo jednadZbu.

Kako smo znak ,,=" koristili da naglasimo grafi¢ku jednakost dvaju tipova, Zelimo li
naglasiti da se radi o jednadzbi tipova koristimo znak jednakosti ,,=".
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Definicija 2.3.4. Neka je E = {0 = 11, ...,0, = T,} skup jednadzbi tipova. Kao unifikator
skupa E definiramo svaki supstitutor koji je unifikator za sve jednadZbe u E, te u tom
slucaju pisemo = = E.

Napomena 2.3.5. Uocimo da iz definicije tipova vrijedi oy — 11 = 0, — T, ako i samo
ako oy = 0, i 7| = 7. Iz toga moZemo zakljuciti da je proizvoljan supstitutor * unifikator

za skup E = {0y = 14,...,0, = T,} ako i samo ako je unifikator tipova oy — ... = 0, i
T — ... > Ty

U daljnjem tekstu izrazom [0~ := 7] oznaCavamo supstitutor koji je ekvivalentan funk-
ciji identiteta u svim to¢kama osim tocki o koju preslikava u 7. Ukoliko je 6 tip, supstituciju
oznacavamo s # [0 := 7]. Iste oznake koristimo za supstituciju unutar konteksta I'.

Sljedeca lema govori da su pravila dedukcije tipa u skladu s pravilima supstitucije.
Dokaz se moZe pronaci u [2]].

Lema 2.3.6. Neka vrijediT'+ M : 0. Tada T [a := 1]+ o [a :=T].

Prirodno se postavlja pitanje je li moguce napisati algoritam koji pronalazi unifikator
za dane tipove. Sljede¢i nam teorem garantira postojanje takvog algoritma.

Teorem 2.3.7. Postoji rekurzivna funkcija U koja prima uredeni par tipova a vraca sups-
titutor ili fail tako da vrijedi:

e ako postoji unifikator za o i 7, tada je U(o, T) najopCenitiji unifikator za o i 7, te
e ukoliko unifikator za o i T ne postoji, tada vrijedi U(o, 7) = fail.

Dokaz. Funkciju definiramo rekurzivno, po slucajevima. Sa @ ¢emo oznaciti proizvoljan
bazni tip.

[a := 7], za 7 koji ne sadrZi «,
U(r,a) = U(a, 1) = {idryp, ako T = a,
fail, inace,

U(o = 02,71 = 1) = U] 7™, 7/ ™) 0 U(os, 12),

gdje je idryp funkcija identiteta na skupu Typ. Smatramo da je vrijednost funkcije U jed-
naka fail ukoliko se bilo koja komponenta evaluira u fail.
Indukcijom se moZze pokazati da funkcija U zadovoljava traZzene uvjete (vidi [2]). O

Koriste¢i napomenu ova se funkcija jednostavno proSiruje na skupove. Promo-
trimo primjer unifikacije za skup {&« - 8 — y = (y = y) = 6 — «a}. Vrijedi:

Ua—-B—7y(y—y)»d—a)=
U@ 77070 (y > )"y o U — 7,6 > a)
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Nadalje:

UB—y,6 =) =UEB" >, 0 Uly,)
=UBly :=a].ély:=a]oly:=qa]
=UB.0)oly:=a]=[B:=6,y:=qa]

Sada dobiveni izraz uvr§tavamo u pocetni:

U(aU([3—>y,é—>a)’(y N ,}/)U(ﬁ—>y,6—>a)) o U(ﬁ — ,)/,5 — a/)

=Ua|p:=6y:=a],(y >y [B:=6y:=a])o[B:=6,v:=q]
=U(o,a > a@)o[B:=06,y:=a]

Iz definicije funkcije U slijedi U(a,@ — @) = fail, pa ne postoji unifikator za gornje
tipove.

Gornji teorem daje nam konstruktivan dokaz za nalaZenje unifikatora nekog skupa jed-
nadzbi tipova. Kako bismo za dani A-izraz pronasli tip (ili pokazali da ne posjeduje tip),
potrebno je joS generirati skup jednadzbi koji opisuje odnose medu tipovima podterma
danog terma, na koji bismo mogli primijeniti funkciju U.

Teorem 2.3.8. Za svaki kontekst I, term M € A i A € Typ takav da FV(M) C dom(I')
postoji konacan skup jednadzbi E = E(I', M, A) takav da za sve supstitutore * vrijedi:

e ukoliko vrijedi « E E(I', M, A), tada I + M : A*, i obratno,

e ukoliko I''vM : A*, tada x; E E(I', M, A), za neki % takav da * i *, imaju jednako
djelovanje na tipove varijabli u I' i A.

Promotrimo prvo pazljivo iskaz teorema. Prva tocka teorema garantira postojanje skupa
jednadzbi tipova E takvog da, ukoliko postoji unifikator * za taj skup, tada moZemo pronaci
tip za dani term M. Dodatno, taj tip je upravo tip o, a moze se deducirati iz I'*. Takoder
nam je dan i obrat, odnosno ukoliko iz modificiranog konteksta I moZemo izvesti tip o™
za term M, tada * nuzno unificira skup E.

Dokaz. Skup E(I', M, o) definiramo rekurzivno po strukturi terma M na sljedeci nacin:

ET, x,0) ={oc =T(x)}
ET,MN,0c)=EI,M,a - oc)UEI,N,a)
ET, AxM,0)=ET U{x:a},M,p)U{ad — B =0},

gdje su a i 8 varijable (u smislu opisanom u [2.3.1)) koje se ne pojavljuju u ostalim tipovima
u tom retku. Dokaz se provodi indukcijom po strukturi M. Uzmimo da je M = x gdje
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je x proizvoljna varijabla. Skup jednadZzbi tada je jednak E(I',x,0) = {0 =7}, gdje je T
tip pridruzen x u I'. Uzmimo sada proizvoljni unifikator * tog skupa. Uo¢imo da ukoliko
vrijedi I' + x : 7, tada vrijedi (x : 7) € I" po definiciji. Nadalje, tada vrijedi (x : 7° € I'), te
konac¢no (I'* + x : 7¥) ¢ime je prva tvrdnja dokazana. Neka je sada ™ + x : 7. Skup E sada
je jednak E(I', x, 7) = {t = 7}, 1z Cega slijedi tvrdnja.

Promotrimo sada slucaj kada je zadani term aplikacija. Neka vrijedi * = E(I', MN, o)
gdje su M, N € A i pretpostavimo da trazene tvrdnje vrijede za M i N zasebno. Kako iz
pretpostavke * unificira skup E(I', MN, o), posebno vrijedi da * unificira svaki od skupova
ET,M,a — o) i EI,N,a). Kako smo pretpostavili da tvrdnje vrijede za M i N, slijedi
davrijediI" + M : (@ — o)"1 I + N : . KoriStenjem aditivnosti supstitutora te pravila
dedukcije tipova zakljuCujemo I'* + MN : o*.

Neka je sadaI™* + MN : o*. Vrijedi EQ, MN,0) = EQX,M,a — o) U E(I', N, @). Po
pretpostavci, svaki *; koji djeluje na o te tipove varijabli u I" jednako kao =, vrijedi da =
unificira svaki od skupova pa unificira i njihovu uniju. Time je tvrdnja dokazana. Sli¢nim
postupkom tvrdnju dokazujemo za apstrakciju. |

Dokazana tvrdnja klju¢na je za odlucivost problema odredivanja tipa zadanog A-terma,
jer upravo unifikatorom skupa E za dani term M pronalazimo odgovarajuéi kontekst I"i tip
otakvedal' - M : 0.

Promotrimo generiranje skupa E(I', Axy.xy, o). Kako je term Axy.xy zatvoren, za kon-
tekst uzimamo I' = 0.

E@, Axy.xy,o) = E{x : a1}, Ay.xy,B)) Ufa, — B, = 7}
=E(fx:any:az},xy,B) U{B1 = a2 = B} Ulay = i = 0}
=E({x:any:ab,x,y > B)VE({x:a,y: a},y,y) U
U{B1 = a2 = B} Ufa) — B = o}
={lay=y-> By =y,p1=ar > pr,a1 = 1 =0}

Definicija 2.3.9. Neka je M € A. Tada za uredeni par (I', o) kazemo da je glavni par
(principal pair) i pisemo pp(M) ako vrijedi

e I'+M:0o
o [V + M : 0’ = postoji supstitutor  takavda ™ CT" i o* = o”’.

Drugim rije¢ima, glavni par (I', o) nekog terma je uredeni par najmanjeg konteksta
koji sadrzi tip kojeg term moZe poprimiti, te samog tipa. Ukoliko je iz drugog konteksta I'
izvediv neki drugi tip o za dani term, tada je kontekst opgirniji a tip o je mogude prevesti
utip o.

Uzmimo kao primjer term K = Axy.x. Ovaj term nema slobodnih varijabli pa je
ogranicenje konteksta iz gornje definicije trivijalno ispunjeno. Vrijedi+ K: 0 - 7 —> o
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(valjanost ovog tipa mozZe se provjeriti direktno iz definicije pravila dedukcije). Uzmimo
da su o i 1 proizvoljni bazni tipovi. Tvrdimo da je tada pp(K) = (0,0 - 7 — o). Uz-
mimo da vrijedi - K : 0 — 7 — o . Kako su o i 7 bazni tipovi, mozemo ih preslikati
u proizvoljan tip bez da narusimo aditivnost. Stoga ocCito postoji supstitutor * takav da
je o* = 0 it = 7, nakon Cega tvrdnja slijedi zbog aditivnosti supstitutora. Intuitivno,
supstitutori mogu samo povecati broj strelica, a tip o — 7 — o, gdje su o 1 T bazni tipovi,
ima najmanji moguci broj strelica.

Vidjeli smo da zatvoreni termi ne trebaju kontekst kako bi se odredili dozvoljeni tipovi
jer ne postoje slobodne varijable Ciji tip ne mozemo odrediti iz same strukture terma. U
tom slucaju govorimo samo o glavnom tipu (engl. principal type), u oznaci pt(M). Slijedi
konstruktivni dokaz Hindley-Milnerovog algoritma za odredivanje tipa zadanog terma u
jednostavno tipiziranom racunu.

Teorem 2.3.10. Postoji izracunljiva funkcija PP takva da:
e ukoliko M ima tip, tada PP(M) = (I', o), gdje je (I',0) = pp(M),
e ukoliko M nema tip, tada PP(M) = fail.

Dokaz. Nekaje M € A, FV(M) = {xy,...,x,}inekajel’y = {x; : ay,...,x, : @,} 1 neka je

oo = . Pritom pretpostavljamo da su a4, ..., a,, 8 neodredeni tipovi, u smislu opisanom
u napomeni [2.3.1
Sada definiramo pp(M):
PP(M) = (F*.,AZ;), ako U(E(T'y, M, 0¢)) = *, |
fail, ako U(E(T'y, M, o)) = fail

PokaZimo prvo da ukoliko M ima tip, da je tada PP(M) glavni par od M. Uocimo da,
ukoliko M ima tip, vrijedi da postoje kontekst I' i tip o takvidaI' + M : 0. Zbog[2.2.]]
mozemo pretpostaviti dom(I') = {x;,...,x,}. 1z definicije I'y 1 0. slijedi da moZemo
pronaci supstitutor * takav daI'y = T'i o = . Iz toga slijedi I'; v M : o, pa iz
slijedi da = = E(Iy, M, o). 1z toga slijedi da je U(E(I'y, M, o)) # fail.

PokaZimo sada da ukoliko M nema tip, vrijedi PP(M) = fail. Pretpostavimo da M
nema tip i da vrijedi PP(M) # fail. Oznacimo s * supstitutor U(E(I'y, M, 0)). Tada iz
definicije PP(M) slijedi «EE(To, M, o). Tada iz teorema[2.3.8| vrijedi I + M : o7, $to je
kontradikcija s pretpostavkom da M nema tip.

Jos je preostalo pokazati da ukoliko M ima tip, vrijedi da je PP(M) = pp(M). Vidjeli
smo da ukoliko M ima tip, izraz U(E([y, M, o)) je definiran i prema teoremu je
najopcenitiji unifikator skupa E(I'g, M, o). Oznacimo U(E(I'y, M, o)) s *. Nadalje, vri-
jediIi F M : o prema@ Pretpostavimo da je I” + M : o’ (ponovo pretpostavljamo
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da je dom(I') = FV(M)). Neka je *, takav da je = l"(*)1 i = o*. Tada istom argumen-
tacijom kao ranije slijedi *; | E(I'g, M, o). 1z teorema slijedi da je * najopCenitiji
unifikator skupa E(I'y, M, o) pa slijedi da postoji *, takav da s; = %, o *. Slijedi

(ra)*z — 1’*81 C r

te
*1 —

(0)? =0y = o

Time smo demonstrirali da je (I';, o)) glavni par za M. O

Primijenimo li algoritam na zatvoren term, ocito je da je kontekst prazan a kao pt(M)
je dovoljno uzeti drugu komponentu PP(M).
Konac¢no, kao korolar imamo sljedecu tvrdnju.

Teorem 2.3.11. Odredivanje te provjera tipa u jednostavno tipiziranom A-racunu a la
Curry je odlucivo.

Dokaz. Neka je dan term M. OCito vrijedi da M ima tip ako i samo ako vrijedi PP(M) #
fail. Promotrimo problem provjere tipa. Neka su dani term M i tip 0. Jednostavno se
vidi da vrijedi

FM: 0o < postoji supstitutor = takav da vrijedi o = pt(M)"

Iz prethodnog teorema znamo da moZemo naéi pt(M). Jo$ preostaje unifikacija tipova
pt(M) i o, koju mozemo provesti koristeci funkciju U iz teorema[2.3.7] ]

U ovom smo poglavlju opisali nacin na koji mozemo utvrditi tip zadanog A-terma. Kao
korolar smo dobili i mogucnost provjere za slucaj da nam je tip dan.

ZavrSetkom ovog poglavlja obradili smo dvije glavne komponente funkcijskog progra-
miranja: izraCunavanje funkcija i pronalaZenje tipova terma. U sljedeem poglavlju na
primjeru Haskella demonstrirat éemo modificirane varijante ovih ideja koje se koriste u
praksi.
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Programski jezik Haskell

Kako je ve¢ spomenuto u poglavlju |1.2] osnovu Haskella ¢ine funkcije, tocnije kombi-
natori. Programiranje u Haskellu svodi se na definiranje potrebnih tipova koristeéi skup
baznih tipova te navodenje niza jednadzbi kojima definiramo kombinatore.

Zelimo li stvoriti izvr§ni program, potrebno je definirati funkciju main. U tom slucaju
izvrSavanje programa pocinje evaluacijom funkcije main i to je jedini obavezan dio pro-
grama.

Haskell koristi nepromjenjive podatke, Sto znaci da vrijednosti nije moguce ,,pamtiti”
u proizvoljnom trenutku ve¢ su sve vrijednosti koje koristimo dobivene kao rezultat evalu-
acije funkcija. Iako nepromjenjivost podataka nije nuzna kako bi se jezik smatrao ,,funk-
cijskim” (npr. funkcijski jezik LISP koristi promjenjive podatke), ipak je paradigma spe-
cifi¢na za funkcijske jezike.

Haskell takoder koristi strogi sustav tipova, §to zna¢i da nema implicitnih promjena
tipova podataka. Ovo svojstvo nije specifi¢no za funkcijsko programiranje (iako slijedi iz
nacina tipiziranja u A-racunu), pa se time ne¢emo posebno baviti.

Na pocetku dajemo osnovnu sintaksu funkcija u Haskellu, kako bismo olaksali praenje
primjera koji se javljaju kasnije. Zatim objaSnjavamo razlike jednostavno tipiziranog A-
racuna i originalnog Hindley-Milnerovog sustava koji koristi Haskell. Ukratko ¢emo objas-
niti definiranje novih tipova, te pojam klasa tipova.

Na kraju promatramo kako se vrsi redukcija Haskellovih izraza te koja je teorijska
podloga takve redukcije.

Ovo poglavlje nije zamisljeno kao uvod u funkcijsko programiranje, ve¢ kao vrlo kratak
uvod u formalnu teoriju funkcijskih jezika. Zato je naglasak na povezivanju pojmova de-
finiranih u ranijim poglavljima, a ne na standardnim metodama funkcijskog programiranja
ili programiranja u Haskellu.

Za jednostavan uvod u programiranje u Haskellu, te funkcijsko programiranje opcenito,
vidi [6].

39
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3.1 Funkcije

U ovom poglavlju uvodimo osnovnu sintaksu koja ¢e nam biti potrebna kasnije. Uz sin-
taksu, pojasnit ¢emo neke paradigme, poput rekurzije i kompozicije. Takoder ¢emo u
Haskellu definirati kombinatore map, foldl i foldr, definirane u poglavlju (1.2

Sintaksa

Krenimo s osnovnom sintaksom. Najjednostavniji oblik funkcija koje mozemo definirati
su funkcije s praznom domenom. Takve funkcije imaju neki bazni tip, odnosno tip koji
nije funkcijski, a reprezentiraju sinonim za neku konkretnu vrijednost. Definiranje funk-
cije sastoji se od dva dijela: deklaracija tipa funkcije te definicija same funkcije. Zbog
automatskog odredivanja tipa, deklaracije tipa u sljede¢im primjerima mogu se izostaviti.

const5 :: Int
const5 = 5

Ovime se definira funkcija const5, koja je cjelobrojnog tipa Int te je sinonim za brojku
5. Dvostrukom dvotockom deklarira se tip, a jednadzbom kombinator Cije djelovanje se
navodi s desne strane znaka jednakosti.

Imena tipova uvijek zapocCinju velikim slovom. Neki od baznih tipova koji su uvijek
dostupni su cjelobrojni tip Int, cjelobrojni tip proizvoljne veli¢ine Integer, realni tipovi
Float i Double, znakovni tip Char, niz znakova String, booleovski tip Bool itd. Liste
vrijednosti nekog tipa oznaCavaju se uglatim zagradama, primjerice, [Int] oznacava listu
cijelih brojeva. Liste mogu biti proizvoljne duljine po uzoru na liste definirane u|l.2

Aplikacija se oznacava jednostavnim dopisivanjem argumenata zdesna funkciji. Uko-
liko su argumenti i sami aplikacije, mora ih se odvojiti zagradom. Moguce je definirati
funkcije koje koriste infiksnu notaciju. Primjeri takvih funkcija su standardni aritmeticki
operatori, operatori usporedbe itd. Zelimo li funkciju definiranu u infiksnom obliku koris-
titi u standardnoj notaciji, potrebno ju je okruziti zagradama: (+) 2 3 je ekvivalentno 2 +
3. Proizvoljnu binarnu funkciju moZemo koristiti u infiksnoj notaciji ukoliko je okruzimo
obrnutim apostrofima. Na primjer, izraz div x y ekvivalentan je izrazux ‘div‘ y (gdje
div oznacava cjelobrojno dijeljenje).

Uzmimo sada za primjer funkciju koja racuna euklidsku normu danog vektora (liste)
1 pokazimo kako je moguce definirati je na razli¢ite nacine. Za pocetak, demonstriramo
definiciju pomocu rekurzije i pomo¢ne funkcije.

Pogledajmo sljedeéi nacin definiranja:

sqnorm :: [Double] -> Double
sgqnorm [] = O
sqnorm 1 = (head 1)"2 + sqgnorm (tail 1)
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norm :: [Double] -> Double
norm = sqrt . sqnorm

Funkcija sqnorm sluzi nam da izra¢unamo kvadriranu normu liste, koju zatim prosljedujemo
funkciji norm kako bismo izracunali korijen. Funkciju sqnorm definiramo po to¢kama.
Haskell dozvoljava definiranje funkcije prema njenom djelovanju na pojedinim elemen-
tima domene. U gornjem slucaju, sqnorm provjerava je li ulazna lista prazna (u oznaci
,»[17). Ukoliko nije, prelazi se na redak ispod te se rekurzivno ra¢una norma. Promotrimo
korak evaluacije:

sgqnorm [1,2,3,4]
= (head [1,2,3,4]1)72 + sgnorm (tail [1,2,3,41)
1 + sgnorm [2,3,4]

1 tako dalje. Funkciju norm definiramo pomoc¢u kombinatora kompozicije dviju funkcija
(oznacenog tockom). Prvo se primijenjuje desna funkcija sqnorm, a zatim se rezultat
prosljeduje funkciji koja racuna korijen realnog broja. Uocimo da nismo eksplicitno ko-
ristili varijable, ve¢ smo za definiranje koristili funkcijsku jednakost, koja je analogna 7-
ekvivalenciji terma generiranoj n7-redukcijom definiranom na stranici[9] Ovakvo definiranje
naziva se definiranje bez tocaka (engl. point-free) jer se ne koriste oznake varijabli, koje u
matematickom smislu moZemo interpretirati kao tocke domene funkcije koju koristimo.

Operator kompozicije ima ista svojstva kao u klasicnom funkcijskom racunu.

Jo$ jedna moguénost za definiranje funkcija je koristenje lambda-funkcija. To su funk-
cije definirane sintaksom sli¢cnom A-racunu, ¢ije ime se ne javlja u globalnom kontekstu.
Sintaksa je sljedeca:

plus2 = \x -> x + 2

gdje znak ,,\” oznacava znak ,,4”, a strelica je ekvivalent tocke u A-raunu. Uo¢imo da smo
u ovom sluc¢aju pomoc¢u funkcijske jednakosti vezali anonimnu funkciju uz ime plus2.

Kako lambda-funkcije nisu vezane uz ime, da bismo postigli rekurziju moramo koristiti
kombinator fiksne tocke fix

norm = sqrt
(fix
(\N\f 1l -> if null 1
then 0
else (head 1)°"2 + £ (tail 1)))

gdje je null funkcija koja provjerava je li dana lista prazna, a izraz if A then B else
C kondicional. Kondicional ima svojstva opisana u|l.2} uz dodatak da je izraz A nuZno tipa
Bool, a B i C imaju isti tip.
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U tocki|1.2|objasnili smo pojam parcijalne aplikacije i funkcije viSeg reda. U Haskellu
su funkcije osnovni tip podataka, te se kao takve mogu prenositi kao argumenti drugim
funkcijama. Prisjetimo se kombinatora foldl i map. Njihovi tipovi u Haskellu su oblika

map :: (a -> b) -> [a] -> [b]
foldl :: (a -> b -> a) -> a -> [b] -> a

gdje su a i1 b proizvoljni tipovi. Ove dvije funkcije su polimorfne u tipovima a 1 b, viSe o
tome u toCki
Normu sada moZemo definirati na sljede¢i nacin:

norm = sqrt . (foldl (+) 0) . map (°2)

Uoc¢imo da smo funkcije foldl i map parcijalno aplicirali na funkcije zbrajanja i potenci-
ranja. U tocki [3.3]vidjet ¢emo da ovako definirana funkcija prolazi kroz listu samo jednom,
1ako na prvi pogled to nije ocito.

Lokalne funkcije

U ovoj tocki predstavljamo dvije kljucne rijeci koje omogucéuju definiranje lokalnih funk-
cija (funkcija koje nisu vezane uz globalno ime ve¢ se mogu koristiti samo unutar tijela
funkcije u kojoj su definirane).

Prvo predstavljamo kljucnu rije¢ where. Promotrimo sintaksu na primjeru iz prosle
tocke:

norm = sqrt . sqnorm
where
sgnorm [] = O

sqnorm 1 = (head 1)"2 + sqgnorm (tail 1)

Sada funkcija sqnorm vise nije dostupna van tijela funkcije norm. Uo¢imo da su svi nacini
definiranja funkcija moguéi i na ovaj nacin. Ukoliko definiramo viSe lokalnih funkcija,
redoslijed definiranja nije bitan.

Alternativno mozemo Koristiti konstrukt let, koji uz moguénost vezanja vrijednosti uz
lokalne varijable ima dodatna svojstva koja ¢emo prouciti u poglavljima 1 Izraz
je uveden u ranim programskim jezicima nakon ¢ega se pocCinje koristiti i kao sintakti¢ko
prosirenje A-racuna.

norm = let sgnorm [] = O
sgqnorm 1 = (head 1)°2 + sgnorm (tail 1)
in sqrt . sqgnorm

Osnovna razlika ovih dvaju nacina je da izraz let uvijek ima povratnu vrijednost, dok je
where samo sintakticki dodatak.
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3.2 Sustav tipova

Prema standardu definiranom u [13]], Haskell koristi Hindley-Milnerov sustav tipova proSiren
s klasama tipova. U sljedecim tockama pojasnit ¢emo neke znacajke ovog sustava.

Polimorfizam

U poglavlju[2.3|vidjeli smo kako se A-ratun moZe tipizirati te kako koristiti tipove da bismo
restringirali domene funkcija. Takoder smo opisali algoritam kojim se u jednostavno tipi-
ziranom A-racunu moze odrediti tip proizvoljnog terma. Pritom tip koji smo odredivali nije
bio jedinstven, odnosno umjesto jednog tipa odredili smo cijelu klasu mogucih tipova. U
ovom poglavlju demonstrirat cemo kako se opisani algoritam moze proSiriti na polimorfne
tipove koji uz bazne tipove sadrZe i varijable tipova.

Promotrimo sljedeci term i pokuSajmo mu odrediti tip u jednostavno tipiziranom racunu:

(Ay.yy)(Ax.x)

Prema teoremu [2.2.3] znamo da tip tog terma mora biti jednak tipu terma (Ax.x)(Ax.x) jer
u njega reducira. Medutim, pridruZimo li neki tip o termu (Ax.x) u originalnom izrazu,
vidimo da bi nakon redukcije trebao takoder imati tip o — o. U primjeru na stranici 34}
vidjeli smo da skup {o- = 0 — o} nema unifikator, pa slijedi da (1y.yy)(4dx.x) nema tip.

Vrijedi Ax.x : o — o. Pritom o nije nuzno bazni tip, ve¢ proizvoljan tip iz cijele
klase tipova. Medutim, u nekom izrazu, dani term moZe imati samo jedan tip. Polimorfni
tipovi omogucuju kvantificiranje po tipovima, ¢ime se omogucuje da jedan te isti term u
nekom izrazu ima viSe tipova, ovisno o tome na koji se term aplicira. Zapis tipa polimorfne
funkcije identiteta u takvom racunu je sljedeci:

Ax.x : Ya.a - «

Sada nakon redukcije oba podterma imaju tip Ax.x : Ya.a — «@. Taj se polimorfni tip zatim
moze instancirati u tip koji je manje opcenit. Instanciranje znaci potencijalna zamjena po-
limorfnih varijabli konkretnim tipovima, ili dodavanje konstruktora tipova da bi se oblikom
terma ogranicio skup potencijalnih tipova. Primjerice, tip Ya.(@ — @) — (@ — @) svo-
jim oblikom obuhvaéa manji broj mogucih tipova, pa je manje opcenit od tipa Ya.ax — «a.
Instanciranjem se prvom termu Ax.x pridruzuje tip Ya.(@ — @) — (@ — «@), a drugom
Va.a — a.

Vise o polimorfnim tipovima i instanciranju moZe se pronaci u [3].
Promotrimo sada funkciju identiteta id kako je definirana u Haskellu:

id :: a -> a
id x = x
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Funkcije koje smo do sada definirali imale su tipove sastavljene isklju¢ivo od baznih tipova
1 konstruktora tipova ->. Tipovi oznaceni malim slovima oznacavaju varijable koje su
implicitno univerzalno kvantificirane. Izraz id id valjan je u Haskellu, te vrijedi

id id :: a -> a.

Medutim, sljedeci izraz nije valjan u Haskellu:
id’ = (\x -> x x) id

Problem je u tome $to se tip terma odreduje staticki, u trenutku prevodenja programa. Pri-
sjetimo se Hindley-Milnerovog algoritma, tocnije, funkcije E. Skup koji se njome generira
je skup jednadZzbi koji opisuje u kakvim su odnosima podtermi danog terma. Kako je veé
navedeno, iako odredujemo skup mogucih tipova, dani term u nekom izrazu moze imati
samo jedan, konkretan tip.

Hindley-Milnerov algoritam izvorno je opisan u ¢lanku [8]], gdje je definiran pomocu
konstrukta let 1 polimorfnih tipova kakve smo opisali ranije. Tip oblika a -> a shvacamo
kao tip forall a.a -> a. Da bismo naglasili da Zelimo instancirati razlicite tipove istog
terma, koristimo izraz let:

id’ = let x = id in x x

Uizrazu x x prvi se x instancirauterm id :: (a -> a) -> (a -> a), adrugiu id

a -> a. Uocimo da su rezultantni tipovi i dalje polimorfni. Dakle, kao i u origi-
nalnom sustavu [8]], 1zraz let omogucuje polimorfno instanciranje izraza s polimorfnim
tipovima.

Kako bi se tip nekog terma mogao odrediti, algoritam opisan u potrebno je
prosiriti slu¢ajem kada je term definiran izrazom let. Tada je pronalazak tipa u ovakvom
sustavu takoder odluciv (vidi [8]]).

Ogranic¢enje Hindley-Milnerovog polimorfnog sustava tipova je da su kvantifikatori
tipova uvijek s krajnje lijeve strane, a nikad unutar pojedinih podtipova. Primjerice, do-
zvoljeni su sljedeci oblici tipova:

Ya.a — «
Ya VB.a — B,

no ne i izrazi oblika
Ma.a) — (VB.B)

jer sadrze kvantifikator unutar podtipa.
Polimorfni tipizirani A-racun (A-racun drugog reda) naziva se System F, a omogucuje
kvantifikator na bilo kojem mjestu u tipu. Neki programski prevodioci (poput prevodioca
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Glasgow Haskell Compiler [14]) implementiraju ekstenzije koje omogucuju eksplicitno
navodenje kvantifikatora te mogucnost proizvoljnog umetanja kvantifikatora. Vazno je
naglasiti da se time gubi mogucnost automatskog odredivanja tipa jer je pronalazak tipa
neodluciv problem u sistemu F (vidi [11]).

Algebarski tipovi

Haskellova sintaksa dozvoljava definiranje vlastitih tipova. Definicija tipa sastoji se od
dvije komponente: naziv tipa te naziv konstruktora objekata tog tipa. Promotrimo jednos-
tavan primjer definicije booleovskog tipa.

data Bool = True | False

Ovakvom definicijom definiraju se dva objekta: podatkovni konstruktor (data constructor)
(ovdje True ili False) i konstruktor tipa (type constructor) (ovdje Bool).
Podatkovni konstruktor je funkcija koja kao izlaz ima objekt definiranog tipa:

True :: Bool
False :: Bool

Navedeni podatkovni konstruktori su funkcije prazne domene, poput const5 definirane na
stranicid0] Moguca je definicija i konstruktora podataka koji primaju parametre. Sljede¢im
primjerom definiramo tip koji reprezentira uredeni par cijelog broja i niza znakova:

data MyPair = Empty | Pair Int [Char]

Kako su i sami funkcije, podatkovni konstruktori imaju sva svojstva kao i obi¢ne funkcije,
pa je tako mogucéa kompozicija, parcijalna aplikacija itd.

Kada smo definirali tipove jednostavno tipiziranog racuna u [2.1.2] spomenuli smo da
takav racun ima samo jedan konstruktor tipova, kojim iz jednostavnijih tipova definiramo
kompleksnije. Vidjeli smo da Haskell takoder sadrZi taj konstruktor, koji moZemo shvatiti
kao binarnu funkciju.

Definiranjem tipa Bool u Haskellu stvaramo funkciju Bool prazne domene (nularna
funkcija), kojom definiramo novi tip. Dakle izraz Bool je i naziv tipa i konstruktor tipa bez
parametara.

Da bismo omogucili polimorfne parametre u podatkovnim konstruktorima, moramo
koristiti jednomjesne ili viSemjesne konstruktore tipova. Primjerice, trodimenzionalni vek-
tor koji moze sadrzavati podatke proizvoljnih tipova definiramo na sljede¢i naCin:

data Vector3 a = Vector a a a

Vidimo da je podatkovni konstruktor sada polimorfna funkcija. Takoder se sada jasno vidi
razlika izmedu tipa i1 konstruktora tipa: Vector3 je naziv konstruktora tipa, a ne samog
tipa. Da bismo pomocu konstruktora tipa dobili konkretan tip, potrebno ga je primijeniti
na neki konkretan tip.
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vl :: Vector3 Bool
vl = Vector True False False

v2 :: Vector3 Char

v2 = Vector ’a’ ’b’ ’'c’

v3 :: Vector3 [Char]

v3 = Vector "asd" "qw" "a"

\Y% Vector3 (Vector3 Bool)

v = Vector vl vl vl

Tip Vector3 Bool primjer je konkretnog tipa pa ga se moZe koristiti kao parametar u
drugim konstruktorima tipova. Konstruktori tipova takoder mogu koristiti proizvoljan broj
polimorfnih parametara.

Sada ¢emo na primjeru liste demonstrirati definiranje rekurzivnih tipova podataka.
Uocimo da je sintaksa vrlo sli¢na Backus-Naurovoj formi za opisivanje gramatika.

Term cons bio je kljuCan za konstrukciju liste u tocki Koristeci cons, dodava-
njem novih elemenata u listu, pocevsi od liste sa samo dva elementa, mogli smo proizvesti
listu proizvoljne duljine. Nadopunimo li tako definiranu listu s objektom koji reprezentira
praznu listu, dobivamo listu kakvu definira Haskell:

data List a = Null | Cons a (List a)

Operator Cons koristimo kao podatkovni konstruktor. Kako bi se pojednostavila sintaksa,
umjesto izraza Cons koristi se infiksni operator oznacen s ,,:”, dok je oznaka prazne liste
,»[]”. Navodenje elemenata unutar uglatih zagrada samo je pokrata za uzastopno koriStenje

konstruktora:
[al, a2, a3] = al : [a2, a3] = ... = al : a2 : a3 : []

Kako smo ve¢ napomenuli, indeksiranje elemenata ovakve liste nije moguce izvesti u kons-
tantnom vremenu.

Uocimo vazan detalj: konstruktor prazne liste nema polimorfni parametar. Ovdje je
vazno prisjetiti se da, unato¢ tome, prazna lista ima konkretan tip. Primjerice, sljedeca
usporedba nije dozvoljena iako obje strane reduciraju u praznu listu, jer im se tipovi ne
podudaraju.

tail [’c’] == tail [True]
Vrijedi:
tail [’c’] :: [Char]

tail [True] :: [Bool]
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Uocimo da u slucaju liste 1 konstruktor tipa i podatkovni konstruktor oznac¢avamo ugla-
tim zagradama. Opcenito, konstruktori tipova i podatkovni konstruktori ,,Zive” u razli¢itim
kontekstima, te mogu imati iste nazive iako je koncept znacajno razlicit.

Haskell ne omogucéuje prosljedivanje tipa kao parametra funkcijama (prema standardu
opisanom u [13]]), medutim postoje 1 racuni u kojima nema semanti¢ke podjele na tipove 1
terme, poput Calculus of Inductive Constructions (CiC) (vidi [4]). Ovakvi sustavi koriste
se primjerice u automatskim verifikatorima teorema (poput funkcijskog jezika Cogq [15]).

Podudaranje uzoraka

Uz konstruktore tipova veze se pojam podudaranje uzoraka (engl. pattern matching). U
prosloj tocki definirali smo listu te pojasnili da je oznaka liste samo pokrata za uzastopno
koriStenje operatora konkatenacije.

Uocimo da je za bilo koju listu objekata redoslijed koriStenja konstruktora jedinstveno
odreden. Primjerice, lista [1, 2, 3] sastavljena je koriStenjem konstruktora Null, te trima
uzastopnim aplikacijama konstruktora Cons redom s parametrima 3, 2 i 1. Ovo pravilo vri-
jedi 1 opcenitije: za svaki podatak moZzemo odrediti kojim je podatkovnim konstruktorom
generiran.

To znaci da za svaki algebarski tip moZemo uvijek odrediti koji je konstruktor zadnji
koriSten da bi se dobio konac¢ni podatak. Promotrimo sada ponovno definiciju funkcije
sqnorm sa strane 40}

sgqnorm [] = O
sqnorm 1 = (head 1)°2 + sgnorm (tail 1)

Pojasnili smo da prvim retkom provjeravamo je li dana lista prazna. Uocimo da je izraz []
jedan od konstruktora liste. Koristeci ¢injenicu da je uvijek mogucée odrediti konstruktor
koji je koriSten, moguca je sljedeca sintaksa:

sgqnorm [] = O
sgnorm (x:xs) = X 2 + sqgnorm XS

U drugom se retku dana lista ,;rastavlja” na sastavne dijelove, a svaki od dijelova veze se
uz neko ime. U ovom slu¢aju uz ime x vezali smo prvi parametar konstruktora Cons, a s
xs drugi.

Sada mozemo jednostavno definirati operatore map i1 foldr/foldl.

map [] = []
map f (x:xs) = f x : map f xs
foldr f z [] = z

foldr f z (x:xs) f x (foldr f z xs)
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foldl f z [] = z
foldl f z (x:xs) foldl f (f z x) xs

Case izraz

Definiranje funkcije po slu¢ajevima na navedeni nacin samo je pokrata za izraz case. Ek-
vivalentan nacin definiranja, s eksplicitnim koriStenjem izraza case, izgledao bi ovako:

sqnorm 1 = case 1 of
[T -> 0
(x:xs) -> x"2 + sgnorm XS

Podudaranje uzoraka moguce je koristiti kod bilo kojeg definiranja vrijednosti.

Zapisi

Zelimo li primjerice usporediti prve dvije komponente vektora definiranog na stranici
koristimo podudaranje uzoraka na konstruktoru vektora. Pritom znakom ,,.”” oznacavamo
da danu vrijednost ne veZemo uz neko ime ve€ je ignoriramo.

data Vector3 a = Vector a a a
usporedi (Vector x y _) = X == Yy

Zelimo 1i samo saznati vrijednost neke komponente moZemo, koristeéi podudaranje
uzoraka, definirati funkcije za svaku komponentu. Mana ovakvog pristupa je da broj funk-
cija raste s brojem argumenata, pogotovo kada postoji vise konstruktora. Stoga je stvorena
sintaksa kojom se automatizira ekstrakcija vrijednosti iz danog objekta, na nacin da se
pojedini parametri imenuju. Sintaksa je sljedeca:

data Vector3 a = Vector { prva :: a
, druga :: a
, treca :: a }

Sada vrijedi prva (Vector 1 2 3) = 1. Ovakva definicija naziva se definicija zapisom
(engl. record).

Klase tipova

Osim mogucnosti definiranja tipova, Haskell pruza mogucnost definiranja klasa tipova
(engl. type classes). Klase tipova omogucuju preopterecivanje (engl. overloading) funk-
cija, odnosno definiranje funkcija Cije djelovanje ovisi o tipu podatka na koji se primje-
njuje. Po nacinu koriStenja, klase tipova srodne su pojmu sucelja u objektno orijentiranim
jezicima.
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Ponekad se prirodno javljaju ograni¢enja na tip podataka nad kojim je moguce izvrsSiti
neku operaciju. Primjerice, Zelimo li vidjeti javlja li se neka vrijednost u danoj listi, po-
trebno je iterirati po listi i svaki element usporediti s danom vrijedno$¢u. To znali da
na tipu vrijednosti koju trazZimo mora biti definirana operacija usporedbe, kojom mozZemo
ustvrditi jesu li dvije vrijednosti jednake.

Pogledajmo kao primjer tip funkcije elem kojom se utvrduje je li dana vrijednost ele-
ment liste:

elem :: Eq a => a -> [a] -> Bool

Deklaracija tipa poCinje oznakom Eq a, kojom se oznacava da tip koji je dozvoljeno sups-
tituirati na mjesto varijable a mora pripadati klasi Eq. Ta klasa objedinjuje sve tipove koje
je moguce usporedivati. Definicija klase je sljedeca:

class Eq a where
(==) :: a -> a -> Bool
(/=) :: a -> a -> Bool

Zelimo li da neki tip bude element klase, potrebno je za dani tip definirati sve funkcije koje
ta klasa zahtijeva. U slucaju klase Eq to su funkcije ==1 /= kojima se ispituje jesu li dani
objekti jednaki. Uocimo da tijela funkcija nisu definirana jer konkretna definicija ovisi o
tipu a koji nije poznat.

Tipovi koji pripadaju odredenoj klasi nazivaju se instance te klase. Za tip Vectors3,
instanciranje izgleda ovako:

instance (Eq a) => Eq (Vector3 a) where

(Vector x1 yl zl1l) == (Vector x2 y2 z2) =
X1l == x2 && yl == y2 && z1 == z2
Xx /=y = not (x == y)

Tip a u gornjoj definiciji 1 sam mora pripadati klasi Eq jer u definiciji jednakosti vek-
tora smatramo da mozemo usporediti elemente tipa a. Za formalno prosirenje Hindley-
Milnerovog sustava tipova klasama tipova i odlucivost tipiziranja u takvom sustavu, vidi
[9]].

Sada ¢emo ukratko opisati klasu Monad, koja sluZi za nizanje transformacija nad nekim
podacima. Ova klasa ima brojne primjene u funkcijskom programiranju (vidi primjerice
[6]) koje daleko premaSuju sadrzaj ovog rada. Mi ¢emo ovdje demonstrirati samo jednos-
tavnu signalizaciju greske. Za pocetak, definiramo tip Maybe a na sljedeci nacin:

data Maybe a = Nothing | Just a

Ovaj tip zamiSljen je kao omotac za operaciju €iji rezultat ne mora biti definiran. Kao
motivaciju, promotrimo funkciju sqrt koja nije definirana za negativne brojeve. Kako bi-
smo signalizirali greSku, povratni tip ove funkcije moZemo modificirati tako da se vraca
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Nothing u slucaju greske, ili Just v (gdje je v traZeni korijen), ukoliko je broj nenegati-
van.

sqrtM :: Floating a => a -> Maybe a
sqrtM x = if x < O

then Nothing

else Just (sqrt x)

Problem ovakve definicije jest da viSe nije moguce nizanje:
sqrtM (sqrtM 10)

nije valjan izraz jer se povratni tip i ulazni tip operacije ne poklapaju.

Postavlja se pitanje kako bismo mogli nizati gornju operaciju. Zelimo funkciju koja kao
ulazni podatak prima Just x ili Nothing, i funkciju sqrtM, a kao rezultat vraca rezultat
evaluacije izraza sqrtlM x, ili Nothing u slucaju greske. Definiramo:

apply :: Maybe a -> (a -> Maybe a) -> Maybe a
apply Nothing f = Nothing
apply (Just x) f = f x

Sada je nizanje moguce:
((Just 9) ‘apply‘ sqrtM) ‘apply‘ sqrtM

Uocimo da ukoliko je u bilo kojem trenu medurezultat Nothing, tada je i konacni rezultat
Nothing. Na taj nain moZemo signalizirati da se u nizu operacija dogodila greska.
Po uzoru na gornji primjer, klasa Monad definirana je sljede¢im funkcijama:

class Monad m where
return :: a ->m a
(>>=) ::ma ->(Ca ->mb) ->mb

Prva razlika u odnosu na videne definicije jest da varijablom m oznatavamo konstruktor
tipova koji prima jedan parametar. Ta ¢injenica je vidljiva u oznaci tipam a, gdje primje-
njujemo konstruktor tipam na polimorfni tip a. Funkcija (>>=) analogna je funkciji apply
koju smo ranije definirali. Funkcija return stvara ,,omotac¢” oko dane vrijednosti, kako bi
se funkcija (>>=) mogla primijeniti (analogno koriStenju konstruktora Just). Opisan tip
Maybe instanca je ove klase, te vrijedi:

return = Just
(>>=) = apply
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3.3 [Evaluacija po potrebi

Evaluacija po potrebi (engl. call-by-need) ili lijena (lazy) evaluacija naziv je posebne vr-
ste redukcije kojom se nastoji izbjeci negativna svojstva S-redukcije, te stvoriti redukciju
pogodnu za implementaciju. Ovakva redukcija spoj je redukcije s dijeljenim redeksima 1
evaluacije call-by-name, koje ¢emo objasniti u daljnjem tekstu.

Dijeljenje redeksa

U poglavlju |1.4] spomenuli smo da redukcija normalnim redosljedom uvijek vodi do nor-
malne forme ukoliko ona postoji. Iz perspektive programskih jezika, to svojstvo je poZeljno
jer daje kanonski nacin reduciranja terma koji je najbolji moguéi u smislu da evaluacija
programa staje ako je to moguce.

Medutim, redukcija normalnim redosljedom nije nuzno najbrZi put do normalne forme
ukoliko brojimo korake redukcije. Promotrimo pobliZze supstituciju varijable nekim ter-
mom. Primjerice, u izrazu

(Ax.xx)M — MM

term M se inicijalno pojavljuje samo jednom, dok se nakon redukcije normalnim redom
pojavljuje dva puta. Ukoliko je M i sam redeks, dupliciranjem smo sigurno povecali broj
koraka potrebnih da izraz reducira u normalnu formu. Uocimo da bi aplikativnim redom
term M reducirali samo jednom.

Prisjetimo se, znakom ,,=" naznacavali smo graficku jednakost, ali sam znak se ne
pojavljuje u A-raunu i sluzi samo za pojednostavljivanje zapisa. Primjerice, term M u
izrazu (Ax.xx)M samo oznacava da se na odgovaraju¢em mjestu nalazi term oznacen s M.
Ukoliko je M = (Ax.x)N, vrijedi

MM = ((Ax.x) N) (Ax.x) N)

te ne postoji nacin poistovjecivanja prve i druge pojave terma (Ax.x)N.

Ovdje ¢emo dati samo kratku intuitivnu predodZbu metode koriStene za premoscivanje
tih problema. Za formalan opis, upuujemo na [1] za formalni koncept indeksiranih re-
deksa i redukcije, te [[7] i [10] za dva pristupa semantici racuna s evaluacijom po potrebi,
kojim se nastoji dati opis sustava koriStenog u Haskellu.

Kako bismo dobili oznacene redekse, u svakom se redeksu prvom znaku A slijeva pri-
druZuje neki indeks. Gornji primjer sada transformiramo u sljedec¢i izraz:

(Ax.xx) ((Ay.y)N) = (41 x.xx) ((A2y.y)N)

Oznacimo korak redukcije u kojoj kontraktiramo redeks indeksa i s —;. Sada vrijedi:

(A1x.xx) ((A2y.y)N) =1 ((A2.y)N) ((A2y.y)N) =2 NN
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Na taj smo nacin u drugom koraku kontraktirali oba redeksa istovremeno. Ova metoda
naziva se dijeljenje redeksa (engl. sharing), ili alternativno redukcija grafa (engl. graph
reduction). Ime dolazi iz Cinjenice da u reprezentaciji terma grafom (kako je opisano u
[10]), ¢vorove grafa koji reprezentiraju isti term M stapamo u jedan ¢vor, a terme koji
sadrZe term M spajamo s novostvorenim ¢vorom, ¢ime smo smanjili broj ¢vorova u grafu.

Ovakva redukcija nikad nece imati viSe koraka od redukcije aplikacijskim redosljedom
(vidi [3]]).

Za naglasavanje ovakvog dijeljenja redeksa koristi se konstrukt /et te smatramo da je
sljedeée ekvivalentno:

(Ax.M)N=letx=NinM

Naravno, izrazi su ekvivalentni samo iz perspektive redukcije. U tocki demonstrirali
smo razliku u interpretaciji polimorfnih izraza u A-funkcijama 1 izrazima /et.

Vazno je naglasiti da ovakva redukcija nije propisana standardom definiranim u [[13],
ve¢ je samo implementacijski detalj, koriSten primjerice u prevodiocu GHC, opisanom u
[14].

Redukcija call-by-name

U ovoj tocki dajemo pojasSnjenje redukcije u Haskellovim izrazima. Haskell koristi lijenu
(engl. lazy) evaluaciju izraza, koja je ime dobila prema svojstvu da se niti jedan izraz ne
evaluira viSe nego je ,,potrebno”. Kako smo spomenuli, lijena evaluacija spoj je evaluacije
call-by-name 1 redukcije s dijeljenim redeksima. U ovom poglavlju dat ¢emo primjere
evaluacija izraza te pojasniti Sto znaci da je neki izraz potrebno evaluirati.

Dijeljenje redeksa opisali smo u prosloj tocki. Ovdje predstavljamo redukciju call-by-
name. To je varijanta redukcije normalnim redosljedom u kojoj se ne reduciraju izrazi koji
su apstrakcije.

Prisjetimo se terma Q za koji vrijedi Q =5 QQ. Promotrimo sada term Ax.Q2. Ovaj
term nema normalnu formu u klasi¢noj S-redukciji jer i normalan 1 aplikativni redoslijed
reduciraju term Q. Medutim, ukoliko uvedemo ogranicenje redukcije na terme koji nisu
apstrakcija, ovaj term je u normalnoj formi za takvu redukciju.

U poglavlju naglasili smo da poistovjecivanje svih terma bez normalne forme vodi
do inkonzistentne teorije, te smo stoga koristili pojam rjesivosti. Nadalje, u definiciji(1.5.20
definirali smo HNF, a u teoremu [1.5.21| pokazali smo da je term rjeSiv ako i samo ako ima
HNF. U kontekstu programskih jezika, ova se definicija oslabljuje te se koristi pojam slabe
(engl. weak) HNF, u oznaci WHNEF, koji obuhvaca sve izraze koji su apstrakcije (vidi [12]).
U tom kontekstu izraz 4x.Q2 je u WHNEFE.

Nadalje, ukoliko term nema WHNE, tada nema niti HNF pa nije rjeSiv. To nam daje
opravdanje da terme bez WHNF poistovjetimo, te ozna¢imo s L.
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Redukcija call-by-name primjer je nestriktne redukcije. Neformalno moZemo definirati
striktnu redukciju kao redukciju u kojoj je rezultat evaluacije L kao argumenta takoder L.
Tocnije, redukcija je striktna ako za svaku funkciju f vrijedi

fl=1

U suprotnom kazemo da je redukcija nestriktna. OCito je redukcija call-by-name nestriktna,
jer vrijedi (Axy.y)QQ — Ay.y. Medutim, vrijedi i viSe: (dxy.x)Q — Ay.Q, te je rezultantni
term u normalnoj formi ovakve redukcije. To nam govori da je moguée da term sadrzi
nedefiniran izraz, a da evaluacija cijelog izraza ipak zavrSi. Sada ¢emo vidjeti kakve to
posljedice ima na funkcijske jezike.

U kontekstu programa, izraz je potrebno evaluirati ukoliko se vrijednost tog izraza
koristi u ulazno-izlaznoj operaciji ili podudaranju uzoraka u podatkovnom konstruktoru.
Za funkcije koje se bave ulazom 1 izlazom kazemo da su neciste (engl. impure), u smislu
da mogu mijenjati stanje memorije racunala. Prema tome svaka funkcija ¢ija povratna
vrijednost se, primjerice, ispisuje, mora se evaluirati do normalne forme. Vrijednosti koje
se ne zatraze ne evaluiraju se.

Potpuno aplicirani konstruktori kao povratnu vrijednost imaju apstraktan objekt nekog
tipa. Kako su ti objekti konstante, interpretiramo ih kao terme u normalnoj formi pa su
nuzno i u WHNEFE. Shvatimo li parcijalno aplicirane funkcije u Haskellu kao analogone
apstrakcije u A-racunu (u biti su nesto opcenitije jer funkcija ne mora biti apstrakcija da bi
bila parcijalno aplicirana), smatramo da je izraz u WHNF ukoliko je parcijalno aplicirana
funkcija. Uocimo da tu pripadaju 1 parcijalno aplicirani konstruktori.

Evaluacija izraza u Haskellu moZe stati u mnogo razli¢itih medustanja evaluacije terma,
izmedu potpuno neodredenog izraza i normalne forme. Razina evaluacije izraza ovisi o
koli¢ini podataka koji se zatraze. Ono S§to sva medustanja dijele jest da su izrazi uvijek u
WHNE, kako ¢emo vidjeti u primjerima koji slijede.

Primjeri

Sada ¢emo dati dva primjera koja koriste evaluaciju po potrebi. Kako smo napomenuli,
pojedini izrazi mogu biti u razli¢itim fazama evaluacije, ali uvijek u WHNE. U daljnjem
tekstu s # oznacCavat ¢emo izraz koji u potpunosti nije evaluiran.

Kao prvi primjer vra¢amo se na funkciju sqnorm definiranu ranije. Na kraju tocke
naglasili smo da tako definirana funkcija prolazi po listi samo jednom. Sada ¢emo proci
kroz evaluaciju korak po korak. Funkciju (+) koristimo u infiksnom obliku kako bismo
naglasili redoslijed evaluiranja. Vrijedi:

((foldr (+) 0) . map (°2)) [1, 2, 3, 4]
foldr (+) O (map (°2) [1, 2, 3, 4])
(+) #1 (foldr (+) 0 #2)

sqnorm [1, 2, 3, 4]
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gdje vrijedi
#1 : #2 =map ("2) [1, 2, 3, 4]

Uoc¢imo da u ovom trenu evaluacija funkcije sqnorm ne moze stati, jer je rezultantni izraz
aplikacija. Stoga se evaluacija nastavlja evaluiranjem izraza #1 i #2. Slijedi:

map (°2) [1, 2, 3, 4] = 1"2 : map ("2) [2, 3, 4]

Pomocu podudaranja uzoraka, funkcija foldr sada moze deducirati sljedece: #1 = 172 i
#2 = map ("2) [2, 3, 4]. Sada se evaluacija funkcije foldr nastavlja:

#1 + foldr (+) 0 #2
= (+) 172 (foldr (+) O (map ("2) [2, 3, 41))
= (+) 1°2 (#3 + foldr (+) 0 #4)

Daljnja redukcija odvija se ve¢ opisanim redom. Konacni je rezultat

(+) 172 ((+) 272 ((+) 372 47°2) 172 + 272 + 372 + 472
1 +4 + 9 + 16
= 30

Kako su opisani izrazi svi bili aplikacije (pa nisu u WHNF), evaluacija nije mogla stati u
niti jednom trenutku dok nije dobiven konacni rezultat. Takoder, uo¢imo da smo kroz danu
listu iterirali samo jednom, §to je posljedica ranije opisanih svojstava normalne redukcije:
prvo se evaluira krajnje lijevi redeks, Sto u ovom kontekstu znaci da se efekti primijenjenih
funkcija akumuliraju te istovremeno primjenjuju na argumente.

Sada dajemo primjer u kojem ¢emo, osim reda evaluacije, demonstrirati rad s be-
skonacnim strukturama podataka. Promotrimo definiciju funkcije kojom ra¢unamo Fibo-
naccijeve brojeve.

fibs = 0® : 1 : recSum fibs (tail f£fibs)
where
recSum (x:xs) (y:ys) = (x + y) : recSum XS ys

Pomoc¢na funkcija recSum uzima dvije liste a vraca trecu Ciji elementi su redom sume
elemenata ulaznih listi. Uo¢imo da recSum ne mora imati definirane rubne uvjete jer una-
prijed pretpostavljamo da Ce rezultantna lista biti beskonac¢na. Funkcija £ibs je rekurzivno
definirana lista. Oznacimo li nedefinirani dio liste s #1, vrijedi sljedece:

fibs = 0® : 1 : recSum (0 : 1 : #1) (tail (® : 1 : #1))

Uoc¢imo da je ovaj izraz u WHNF jer se s krajnje lijeve strane (u infiksnoj notaciji) nalazi
konstruktor liste. Prema tome, izraz u ovom obliku ne mora se dalje evaluirati ukoliko se
to ne zatrazi. Vrijedi:

head fibs = head (0 : 1 : #1) = 0
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Pretpostavimo sada da u nekom vanjskom izrazu trazimo n-ti element liste 1 pokazimo
da ¢e evaluacija u tom slu¢aju uvijek stati. Za n > 2 potrebno je generirati sljedeci element
liste.

fibs = 0® : 1 : recSum (0 : 1 : #1) (tail (® : 1 : #1))
=0 : 1 : recSum (® : 1 : #1) (1 : #1)
=0 : 1 : (0 + 1) : recSum (1 : #1) #1
Uoc¢imo da sada vrijedi
#1 = 1 : #2
gdje je #2 novi neevaluirani dio liste. Sada slijedi:
fibs = 0® : 1 : 1 : recSum (1 : 1 : #2) (1 : #2)

Sada je definiran i treci element liste fibs. Nastavkom ovakve evaluacije mozemo ge-
nerirati bilo koji element. Uocimo da ¢e uvijek preostati dio liste #n koji nije definiran.
Takoder, u svakom koraku evaluacije ovaj je izraz u WHNF, zbog Cega evaluacija moze
stati.

Time smo demonstrirali redukciju call-by-name.



Bibliografija

[1] H. P. Barendregt, The Lambda Calculus : Its Syntax and Semantics,
North Holland, Amsterdam, 1984.

[2] H. P. Barendregt, W. Dekkers, R. Statman, Lambda Calculus with Types,
www.cs.ru.nl/~henk/book.pdf,
elektronicka knjiga, preuzeto 20. 11. 2013.

[3] R. Bird, P. Wadler, Introduction to functional programming,
Prentice Hall International Series in Computing Science, 1988.

[4] T. Coquand, G. Huet, The Calculus of Constructions,
Technical Report 530, INRIA, Centre de Rocquencourt, 1986.

[5] H. Geuvers, Introduction to Type Theory,
Language Engineering and Rigourous Software Development, LNCS 5520, Springer,
2009.

[6] M. Lipovaca, Learn You a Haskell for Great Good: A Beginner’s Guide
No Starch Press, San Francisco, 2011.

[7] J. Launchbury, A Natural Semantics for Lazy Evaluation,
Glasgow University, 1993.

[8] R. Milner, A Theory of Type Polymorphism in Programming,
Journal of Computer and System Sciences 17 (1978), 348-375

[9] P. Wadler, S. Blott, How to make ad-hoc polymorphism less ad-hoc,
Glasgow University, 1988.

[10] P. Wadler, J. Maraist, M. Odersky, The Call-by-Need Lambda Calculus,
Journal of Functional Programming 8 (3) (1998), 275-317

56


www.cs.ru.nl/~henk/book.pdf

POGLAVLIJE 3. PROGRAMSKI JEZIK HASKELL 57

[11] J. B. Wells, Typability and type checking in the second-order lambda-calculus are
equivalent and undecidable,
In Proceedings of the 9th Annual IEEE Symposium on Logic in Computer Science
(1994), 176-185

[12] FOLDOC: Free On-Line Dictionary Of Computing,
http://foldoc.org,
pristupljeno 22.1.2014.

[13] http://www.haskell.org/onlinereport/haskell2010,
sluzbena dokumentacija, pristupljeno 29.1.2014.

[14] http://www.haskell.org/ghc/docs/7.6.3/html/,
sluzbena dokumentacija, pristupljeno 20.1.2014.

[15] http://coq.inria.fr/distrib/current/refman/,
sluzbena dokumentacija, pristupljeno 2.2.2014.

[16] http://okmij.org/ftp/Computation/fixed-point-combinators.html,
pristupljeno 21.1.2014.


http://foldoc.org
http://www.haskell.org/onlinereport/haskell2010
http://www.haskell.org/ghc/docs/7.6.3/html/
http://coq.inria.fr/distrib/current/refman/
http://okmij.org/ftp/Computation/fixed-point-combinators.html

Sazetak

U ovom radu, demonstrirali smo dva osnovna koncepta formalne teorije funkcijskog pro-
gramiranja: redukciju i tipiziranje. U prvom smo poglavlju, na primjeru netipiziranog
A-racuna, proucili svojstva S-redukcije kao osnovnog nacina transformacije A-terma, te
dokazali da je takav raCun dovoljno mocan da izrazi bilo koju izracunljivu funkciju.

U drugom poglavlju cilj je bio, uz definiciju tipova 1 tipiziranih termi, formalno pred-
staviti Hindley-Milnerov algoritam. Definirali smo Sto znaci rjeSiti jednadZbu tipova, a
kao korolar Hindley-Milnerovog algoritma demonstrirali smo da je odredivanje tipa nekog
terma, u jednostavno tipiziranom A-racunu a la Curry, izracunljivo.

U zadnjem smo poglavlju na manje formalan nacin pojasnili neke prakticne varijante
redukcije i tipova, kakve se implementiraju u programske jezike, koriste¢i pritom jezik
Haskell kao primjer. Fokus je bio na polimorfnim tipovima i klasama tipova kao sustavu
tipova te na lijenoj redukciji kao nacinu reduciranja izraza.



Summary

In this work, we have demonstrated two basic concepts of the formal theory of functi-
onal languages: reduction and typing. In the first chapter, using the untyped calculus as
a basis, we have studied properties of S-reduction as a basic method of transformation of
A-terms, and proved that the untyped A-calculus is a theory powerful enough to express any
computable function.

In the second chapter, the goal was to present the Hindley-Milner algorithm in a formal
manner, after defining types and typed terms. We defined what it means to solve type
equations and, as a corollary of the Hindley-Milner algorithm, proved typing is computable
in the case of the simply typed A-calculus a la Curry.

The final chapter was a less formal presentation of some more practical variants of
reduction and typing used in programming languages, using the language Haskell as an
example. The main focus was on polymorphic types and type-classes, and the call-by-need
reduction, concerning type systems and reduction respectively.
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